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Vorwort» 

» 

Jjjl« VetbAB» hftt die hier aufgenommenen Ge- 

gemtilnde mil mehreren indem zttgleieti bereits 

im vorigen Jfthrt bearbeitet; um sie späterhin an. 

.ihremr Orte den folgenden Theilen seines: Yey- 

stiübes eines rallkommen consequenten 

-Sy^stems der llaachematifc (woron die beiden 

erstm B&nde^ niedere^ und ein« Theil der h6- 

hem Analfsii ettdialieiid; bereits zu Ostern iBfift 

enehienen sind) einä&uverleiben^ Er glaubte in* 

dessen dem Wunsdhe treugesinnter Freunde und 

seinem eigenen ^tiaehgeben» «nd einen kleinen 

Theil dieser Arbeiten dchoh jeu^t bekannt maohen 

zu dürfen. 
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ir , - yorwort. 



Die Samtnatiou in der dritten AbiheilDiig 
dieser Bogen hat der Yerfinss» bereits eiiM^n 
der hiesigen Mathematiken gelegentlich aij^^ah 
theilt, noch ehe -die, denselben Gegenstand Idb^ 
tteficnde Abiiandlung des Herrn Tra 11 es (unter 
denen der Königl. Akademie d. W. zu Berlin ft&r 
die Jahre i8z<y — «lO Äscbieten war. Er nii^Emt 
daher um so weniger Anstand seine. Arbeit hier 
«it»aI^ä«^«D,rda ;9ie v<ir ^^dce |3^BXifn.Trji^4s 
üicht l^fiT W9g6s d«r weit gröCsetA E«)kMi)i# 
der -äng^aadten JV^ediode^ «cmdcam viHnägUflli 
•^egen d«pr gräfecrw A|lf«Bi««heit des Re^^aJ^I«» 
»icht^ unwesentü<*te VorfflBgfe> *a hal^tti.: sdieutt. 
-Herr T:r.a W-ea geUi»gt .n^itnUfili ron eiiMs 4(HI» 
Axisch»i»- Qn;h,zu£llUg sich.ecgebfs^den lesendem 
Form, ditfeh.^ne n&chtäIH0(»tnKiatalmi»,«9^ 4«n9 
.dnr<* itfaoh«« lAtegriten wi ein*r e*w(i»:Äg«. 
melnern Form, die jedo<A nur 4aY«ih^u&VoUhMft. 
mene jrnduktioti gef^inden, und vermöge der.iliftr 
«olche Fälle unschicklichen Methode, innr l^llir 
ein ganzes n giftig ist, wieHjerr Trajleafdie- 
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fnintulUpf» AllgMfeine ^Iteihai imife&ti.>die allgii» 
ttwirftte. Form difts H«mi(Tralif« aiadcm gätluff^ 
ÜiriH&at it(gaiisrgelBaMli€», redLoAer.unagiiiii^ 
^;^4.ptd.l&tfl^iQkdti3^ni' und ftunas^bgeft li^ 
dtt k^ und. ft^^i^.Abtli6iluBg liäüeneBit. vielieidli> 
»«beulMii au4h dtan,.die Wtu:Aigangn»i%är ^»^ 
clmi rdmr «uwMl«r>sciib dwiktl gshaitmieii Ar-k^ 
ltfiH|ta^i3^I|in^ (iikdenAfaliaMdlciagtttf 

d«!f jgßiwciiitmi Akftdmw»t hmomäim.fAi MeJ^äa^ 
ift94^<-^^i:0Vi- 'ttad' .^Aäki» ^r-- 13.) üasu» ttleiplBieiw; 
^raUl minigilegift; £tita9itt6heii «ah^ti, :idaXs eim^ 
grofser Theil der dort gelieferten« Afistdute abi 
d^smneiii' ungällig jvm^iimitn . werden, nlufs. ^ 
'^.^? ^•.. ..' .-; . : ■■: ' . -i.u . ;. . .' - 
,. »rJE*}ach der Uebeszextgio^ des VerCass^rs ist; 
das Inconsequente and Unwissenschaftlicher wenn 
es- in der Mathematik gefunden wird, (nicht blafs 
s&a^ei<ph ' das. Verwotfrene' und Dunkle / sondern) 
auch allemal das Unpraktische. Es ist daher ein 
fcilgerechtes Denken, eine gen^uiere ^ Kenntnifs 



Digitized 



by Google 



irr/ jForworik 

dnlfsitad daii^^Sichetfcdt in Jinrer Atttr«ktoi§ 
inchtpägw^üU cte nttdiuusoKe» uoi. ges«ttt)dMt 
WI^M^-im tKallml, <«neldiai box ;eiii«i v««twiiMi 
Uofa* ^ligfateiiAeitv h«n%r«bOT ttericliä|beit 
^'ReRBkatt geben kann..«— Attca cüeie» sbfaeiH^ 
«ieb ab«riaM]» tea bestätigt, mttin laum ^«ü» 4iM 
4^ A ht h n ihing , wdofe» die «SuauBatioti v«mi nva«» 
iMfwolw wrAifakteiBfelwii lUithe« fethäJte» <a^'ettlgfete 

19 lA« gemmniNBn Abbtmdltiittgeii im A^emejMäti 
factraolaet Jtat, tiiid seine Ri^ttltaM mit tkn li^ 
8ii%eftt6lltn . vergleicht. ' 

Weil ab«r ein SiJt^ir verfehlt xu nenne» 
ist, welches dem Wissenschafts • Forscher bIoi& 
Beispiele eines' i^consequenten Denkens/) nnd dem 



man dieDuplicität der Zeichen z.B. in +f (n), wenn seiche van 

• ^ Wfrtbcn von a abhSogt Tfm.dtr Foisaa 4jk^ odeDC4;^'«t«|S« 

darstellen Kann, sowohl durch (V^)». f(n}« als auch durch 

li ■ ^ • ■ * ' r ' «I .. :. 

Cos. — «. f (n). Wenn aber Herr T r a 1 1 es daher Gelegen- 

heit nim'mi sn iir In 4en sekunnten Abhandlungen mehnnal 

y 
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ptaktbcfceii ftechMr» der -ist^ii «u£ iöldik'veA 
meifttlich ailgeAeingüliigii ft^smltafa vdtl^i^i 
^iä^i ein« uidiendliclbe Quelle von JrnCdiiierii aiäi^ 
»filiUeftt ; Ba' mag maii es verzeihliclilfiiidöii; i^etM 
ae«T6rfl''e8 för seine fllicht hSk; 't^%4^ 
ßi^uemeii abi6r verderbliciieii^ löyitisdtien'i/^ili 
Üiäbx mcÜ dadurch eat^e^eu^xii^^^ 
jbier .durch Hm Weisoag auf solche Arbeitei/'i^Äie 
Veiigleichung soneohl der BeSult^te^ aU imliescNfi» 
^re auch der lkif)B€h(ideu lu^^ Waeibt. \ 1 

^; , Wes5jl>^f?f »»a«<^he de^ J^^S^ »^^^e^i^^i^^ 
^oltatB ycoi dei^^ieinea Euleir u»d .f4%g^,(in^g<^ 
^^eicheiy, und der^TerC sich. desliidb.^^of}ijgK 
g^ehen bai^ aufser > den. Gründen iör,. die •^.Rich-« 
^keit uiein^r Entwickelongen, aneh noch 4 pos» 
teriori oder a priori nachzuweisen, daXao^er wo 
jene Männer ^ sich geirrt haben durften /dies 
' '" "" • • I 

wiedcrbollen ^Behauptmi^ 9 (S. ' 9it\ai\^tn für diV ^ahre 
iSi^— afO.^af« jmAllsemein«» (V^)«^ als einerlei 

genommen werden könne mit Cos. n.*—« so kann 

solches nur gerechtes Staunen eitegen. 
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jl» L^^Oij« mt l^.palctil des J^nctionf, ge- 
al in $o- ferne < all^ daselbst aufgestellten 
R^Itate dem Ifetf, al^ «Ugemein ungältig er- 
i)i 80 gl^lit^ei^ dies. dodi mit derjenigen 
nt ^ethan zu Jiaben, .welche dif) 
AchfpUig gegfn so, ausgezeichnete Manner, deren 
Ruhn^ ohnedieS' uii^antastbar ist^ ihm^reinflol 




l"U. 



Ferner glaubt ,d^e^ 7^'? ^9^ ^f."^f'^l^i^ ^3, 
müssen, da& tt die Frincipien des hier enge- 
i^khSiteh citwas genaneni Kalküls aus dta bereits 
ersdhäeneiien llieilen seines im £mgdnge tschdii 
erwShntm liehtbnbUs der Analysis entnoxnmen' 
hat^ -dafs mithin, hinsichtlich der tiegtüi?* 
dun^ dieser Frincipien, daselbst nachzusehen^ 
söyn dürfte. ' —•* 

"^^Audb in der Mathematik sind Form und Ma- 
terie in^gBt mit einander verbunden, und die 
Förderung dieser' Wissensdhäft von ihrer mate«~ 
Hellen Seite ist von einer gründlichen Behand- 
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kiiig ihre» jMW^lUti T)ieik;(di^ iüx einen gtMf^ 
liehe« Erfolg des' Unterricht» ohnediefa unent^* 
behrlich ist) nicht weii% ftbh&igig. Der Verfc 
würde sich freuen^ wenn.die^in dcpr 4^<^ Ablhei4 
loBg hmgesteUteii neiieii ^iesidiate beitregen 
J^nntj^fif d^e3{^, /vrüe es' 8cheii^;Xioo)^^]»;-wesig 
beherzigte Wahrheü» tnebr en, das Licht treten 
%xk iis^n* ' . .V . . . ^ * .. : r . 

Berlin an der Königl. Universität im Aa^ 
gust i8a5* 

Dn M. Ohm. 



f. . 
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NB. Weil ecüge Klaitamern niöht in lifttU 
Menge TorriUhig wiren, so mafsten von S« S^« «ii die «Usfancjr 
nen Glieder der Reiben» der anf^^nommenen be^dinnng ent- 
gegen, in r n n d e Klammem eingeschlossen werden. In so ferne 
d«i' )edesmai vorstehende S die Reihe anzeigt, wird jedoch 
jMefM^ liifr bemerkt, dem .Leser keine Unbequemti^ehkait #enir* 
Sachen* 
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Erklärung der gebrauchten Zeichen* 



/, 



1 JE/M Pfofakt 

ist durchgejheiick durch das X^iramp^scheFakol- 

tmi, mkttr ä^ü Ij^iasitzen i4r Fakultäten äxkä 
hier irorz^Uch ^ote vier gehraucht: 

i) tfloh 3= [a + (m--i)r3-^-r 

2) a»+nfc a= tf»fr.(a + mr)i^ 

'-^ [a+(m-.n)r]«I* 

4) h«.a«* = (ha)mifa^ 
und noch der binomische Lehrsatz für Fa« 
ktittäten ; alte jedoch nur unter der Toraüssetzungy 
dä& die ExpontotMi ganxe pösitiNre 2iMeh oder 
Nuiliind. - ^ 

' *' II. Das troänkt 1 . ^ ; 3 . 4 . . . . m , oder ritih« 
tfgfer die Fakultät i«i» ödtt^ m«^S trird hier 
iiiinii^ be:Deid[inet durch die Kramp'acheii 
ZeiätQfn " ^ • * ' • 

m' oder m! 

Ä dafs o'Äiy^i; ö'sÄ2f jTäs«; V««4; 

u. s. w. f. 

A 
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4 ^ Erklärung. 

Illt Die Binomial-Koefficieiiten der m^^iPo- 
tcnÄ (x. B. von a + b) werden bezeichnet durch 

o^A.r. «, _ mnJ-^ _ m(m-i)(m-2),.,[m-(n-i)] 

so^aals nin =2= ■ = — — — 

n • i • ö . 5 . . ^ n 

IV. Die Reihen (endliche nnd unendliche) 
sind hier meist nur durch ihr allgemeines Glied 
vorgestellt, so dals dem' allgemeine GUede npoh 
das Summenf^eiciien^St vorgesetzt wird* Der grö« 
(rnrn Deutlichkeit und der leichter^. Ueb^rs^ci^li 
wegen^ist der Zeiger im allgemeinen GUf^4eim«i^- 
durch ein^n-Bu^h^laben des deuu^hc^n A>lplb.a* 
bets ausged^öckt:^ .^ö d^ man ihn daran soglei^^h 
erkennen kann. ««^ Auf diese Weise druckon /wir 
z.B. den binomischen Lehrsat^r so. aus: 

1) (a + b)^ = S.[m4.a°»-<^.b<^J, wo m will- 
kührlich, oder aiich $0: 

q) (a + b)«» == S . [mi, . a* • W] » ..weim m eine 

gwzezahi, • ^^+^ = "V\:. ,^;; \. ^^ 

wo. die untex^fset^tf^ GleiphtiDg, da. die deut- 
sphen JSjachstaj;^^: vjvänderliche.W^the yorstelr 
len^ aber nie andere als Null oder absolute gan;p0 
Zfii^pn^ .nichts weiKei^ ausdrüjf^t^^ifrifs ;4*fs j, > mSh^ 
J^jßöÄ <».,pa<5h und iiach die Wen^. Ofi^s, 8«..^>j 
l?^.fHj erhalt, Ib zuje^em Weijth jw^ «rd«jfi|äri 
gen erhalten soll, der den von a zu der (ganzw) 
Zahl m ergänzt, j,^ ; . ^^^^ 

^ Andere: Fori^en r des binoAU8cI)en.l4ehi«atz«3 
sind noch: '\ . ., 
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der gebrauchten Zeichen. 5 

3) (a + b^'^ÄS. j^iy~ . a<^.b^ 1, wenii m 
eine ganze Zahl, ä+ b = m 

— r,— .«^^^•b^l» wennm 
allgemein, u. dergl. mehr. 

' Der binomische Lehrsatz für Fakultäten er- 
giebt sich aber aus dem für Potenzei), wenn 'man 
m dem- letzteren fiberall Fakuhäten mit einer 
and derselben Difierenz r, statt der Potenzen 
acrist. -—60 hat man also auch: 

((a-f b)»fr = S . [m<;.an^-^bÄlr] 

*^ i = ^ • [—7— • a«a-alr.balrl 

oder auch ' . 



, (a+bW«- ^ Tafti'.bWn 



wo aber in den (nn* 5. 6. u. 7.) m inimer eine 
absolute ganze 2^hl vorausgesetzt wird.*j 

y« Von den hohem trigonometrischen Rela« 
tipne^ gebrauchen wir hier vorzuglich nach- 
stehende: 



>») Eine Theorie dieser Summenzekhen findet man in dertrefF- 
licben Schrift: Theorie der comb. Integrale, iK>n H. A. 
^othe, Professor su Erlangen. Nürnberg 1820. 
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6 Ethtärung 

-Udos. X if /rr . 8&. *)«*' ' r 

*•' (^ s= Cos. mx-|' /=7.^n.mz 
((Co«. X 4. /rt . Sin. x)'" " ' 
• *^ l ssCosmCiaBflr+x^/^-SiamC+aBjr+x) 

WO das ii,re([^t8, die Null und alle ganzan Zäh- 
len reprä&entirt} . / 

4) i .Co«. X = ex1^="i + e-*1^^ 

K '^f.. g^^t eudKclii wMn düas w tfntchctiM/ ^ilii 
erBcheinen sollte, nns in annfitze Weitläiifi^kd^ 
üt lliiisidlitKd^ der AvftaUttag «Bier IKFerÜie ei- 
AiTFotes^yi.B. (fiiGos.x}*» Aar jeden Wexth' von ^ 
4tff einzijlaasen; ectlehndn ^r hier fieber mu 
för aÜema) die allgemeine Formel dieser Wenk- 
bestimmung, nnd setzen, sie her» welche dann 
fflt jeden gegebenen besonder» HiH. engsnblbl^ 
lieh das^gewflnsoUke liefert. Diese ist aberi 

) x(Cos.[qL*R+p(+2nT + (P;] + 

( +irri.Sin[qLJL+p(±anT+?>)]) 

wo n rechts o und alle ganzen Zahlen vorstellt, 
wahrend L den reelen Werth des natürlichen 
Logarithmen bezeichneti, R den absoluten Werth 
Von V"p* + Q*# ™^d ^ A^^ absolut kleinsten Bo- 
gen (im liängenmaafse für den Radius 1}, dessen 

P 

Cosinus sss^ und Sinns ss ^ ist. wo endlich 
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der g^aiidij^m Zeichen. 7 

Pf % ^r <? Wtahjg jr9:0l#'')A|w^fiM>^t|i^ «üch 
NttU) seya Iconnett. \? 

Seizt man in dieser Fanne|[ Q=zo, itnd aach 
q;;?Qp ao er)iält man alle Werthe von.P^ aus* 
g^dliickt, dur^h die Formel 

epL.R ^ [Cos. p (+ an^^+ip) 4. /ITI« Sin. p (+ itnir^] 
wo n Null una fede gailM Züit Vöriiellt, wlh- 

i&iä ^=0 tiüd « =± IV 9hö 0Ä J j ist, Je 

nachdem P positiv oder negativ; vo. .endlich 
äsa» cp^A ddllr Tede Wertli von BP geaetzi wer* 
den kann. 

Die Eniwieklniäg dieier tin4 ahnlicbeir aU^ 
l^mcinen Bjes«l«ate Itanji anoh noch in'dem «tif et- 
Cen Theile des: LehrbneM der Analysis^ 
Berlin lasft (von demselben. Yeiifimer) nachges«* 
bad werden; so wie wir' uns hinsichtlich :der 
Itter angewandten Theoi^ie ües Kalküls ein lut 
allemal auf dieses Zielirbubh berofim mässen» ^ 
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' £rste Abtheilang. 

jP'f l^er iäieEntmcU der Potenzen foii 
6mii9 und Gosinus in Reihen , die nach 
Sinns und Cosinus der vielfachen Bogen 
' fortgehen» 



\j9t von Bttler"^) betretene Weg^ [diese Eni» 
'Wicklung zn erhalten» ist im wesentliclien fol- 
gender; Map aetxt 

C^s.ic + /^ • Sin.x ÄS y * ' 

und Cos, X -^ Z*;:;;:! . Sin. X = z t 

und man htt y 4-z ?= 9,Cps*x, 

«ö wie yz ^ 1« 

Nun ist aber nach dem binomischen Lehr«- 
satz (y+z)» ?s einer Reihe, deren n^ Glied 
ausgedrückt wird« daroh nia«y*""""z«*, 
oder durch ^a-y^^^^^Cya^)^» 

oder, weil yz=i, durch mn* y«— ^, 
50 daCs man hat 

I. <y 4 -z)y = 8 . [m^ > yiü-^aA], 

♦) Novi Commentarii AcaJ. Petrop. t. V. 1755. p. i64; 
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L Jbtheiltmg. §. i. '9 

weDxi yrix hFer, und vÄn^iiun^an* inkÄdfi^-Äurch 
cUa dem* allgemeinen Gliede rorges^zfe''9^'^ie 
Aeihe selbst ^ so wie durch die deutschen Bucti-- 
staben diejenigen vorstellen^ lassen /'welche na^h 
und nach die Wertheo»!, 2/39:4, etc;^ erhalten 
müssen. '* '•^•' • \"\ "" '' ' -" ' 

Ferner ist bekanntliölf/ : " ' * * . > 

dderi< w^nn' man m*-^2(^' statt- p^ uiid' jr statt 
C0S.X-H /*ir7^8in,|[ setzt, ' ^»^ ^ 

ym-^Ä ~ Cos.(m*-*^Äayx Hh ^^ • 8in,(m— Äa)x, 
und wenn dies ^n (I) substituirt, und statt 7.4*2 
sein Werth o Cos. x gesetzt wird: 

(ä.Oovx)^ . .,. 

saS • [ma. (Co0*(m~ßa)x4- vrrr*förf.(m-^ö<i)i)] ^ 
öder "* '• * • ^ •*•'*■ 

" j(ü. Co8.x)«=B S • [m4«Gos. (m— 2a)x] + ^ 
"• "J ^ + /n; . S • [m^ . 8in.(m--fia).x]. 
Bezeichnet man Hier die erste Reihe 

S. [m^. Cos, (m—*sa)x] durch X» 
die andere S . [m^ . Sin. (m— -- 2 (l}x] durch Y, 
ab hat man 

ra. (a .cos.x)ni = X + /r; . Y. 

Es ist aber ferner nach dem binomischen 
Lehrsatz, wenn man z-f-y ^^^^ y^znimmtf 

IV. (a + y)«» = S.[m4.zm-ai], 
welches auch unmittelbar folgt, wenn man z 
und X in der Gleichung (L) 'mit einander ver- 
tauscht. 
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%^ X. ^btbeilung. J^ su 

folglich wenn man dies In (lY.) sabstituirt» «mJk 
fiCos.x stau z+y scla-eibt: 

wö.X^ttiii. Y di«BU>w Railiaii ?:Qx^ßUaii9 ^ffn^ 
in (HL). 

Addirt man nüH die^ öleichmgen (III.) mid 
(¥•)» so etliifc man 

VI. (2 Cos.x)»^ » X =5 S . [m» . Cos. (in— aa)«]^ 
und wenn dieselben Gleichungen von einander 
suhtnhixt weröeü: 

VII. OS Y = S . [nia .8in-(m— .aa)x]. 

Davon^ da& Ts=>6 Ist,, weiln m^eind abso- 
lute ganze Zahl; kann man sich' nodi ihif fot« 
gende Art ilberEeugen« £s bat nefamUch di^ 
lUihe Y dann' niH-f i Gliedeü; Utiter diesen i*t 
das (ß-f'O^^^^^ ^^^ AnJEange 

ssmp. Sin, (iii-^;2p)x^. und das p+i** Glied 
vom £nde ist- das (m-^p-f* i)^^ Glied vom An- 
fapgei also auch 3smiii^.San.[m— 2(m — p)]« 

^ SS mn^p. Sio.[— ^(m — 2p)x]; 

und diese beiden Glieder addirt geben Null, 
yireil nap == mm^-^p. und Sin. (-^ v) = «— Sin« v* 
Es heben aidi alsp die gleichweit vom Apfaoge 
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i. ^bihmhing. $w .j. #» 

und vom Ende 8teli€iidttiif€li^f^.4i]itMp4^ auf» 

übrig Heibt# in ^yr^chem m + ^, .f»ij^; np^igen^ei 
«bo not einer gerade Zabl|ii«ib3t^^4^ fO^.rpy 
Anttog, also Äsni(jni).an.o*X5=Ff»| »«1^41 iip- 
»w ; Y i=f o. : ' .\ laV 

$. • gi '• ' i u 

liH gr«nge^)r|iai; dteaetiia-Aa^giAie ohltge- 
Kiiit MlF nachstehende Art «a läsen, geifiebl. 
Er setzt 

und dies^ Gletchung^ drfferentüre, ^At: 

dy . 

-—Ä — m.(Cos.x\«-»*Sin,xi 

dx 

und wex&n man (Cos. x)°^ eliminirry 

dy 
IL m)r.Sin«k + Cos.x.-r- «a ci; 

dx 

Es kommt nun darauf an, irgend eine Reihe 
vpn gewüi^chter Form mit unbestimmten Koef- 
ficienten anzunehmen, und nachgehends diese 
Koefficieliten so zu, bestimmen, dafs diese Reihe 
statt 7 gesetzt,, der Differentialgidchung (ti.^ 
genüge w Enthalt dann diese Reihe noch eine 
unbestimmte Constante, so ist sie als das voll- 
ständige Inte^^ anzusehen, so Abu die Con- 
stante nur noch zweckmäfsig bestimmt werden 
n^nls, um das besondere Integral (Co8.x)°>, 
welches das vollständig um£issen mufs, zu liefern. 

^ Le<^qB# sur \h Calail des fonctfons. ^ t^^on XL 
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T^zsz'a i'Bo«. Hat + ». et», (m^i)x + C .Cos. (t^%)x + 

Wd^^n tUkd A; B«X» D» etci nocli su bestimaiea diitdv 
Dantti folgtt- 

dy 

— 5= — [nA. Sin. nx 47(11 -^l)B.Sin.(n — ^)x^- 
und wena man diese Werthe statt y und tt- 

Ax 

in die Gleichung (U.) subatltuirt. 

III, xn{A.Cos,nx4-B.Gos»(n-^i)x-|- , 
+ C.Co8,(n—ß)x -(-•...]• Sin»x 
•^[nA.8in.i>x + (n*— i).B.Sin.(» — i)x+' 
' +(n— Ä)*C.Sin.(iji-p-:A)x+.*J.(>iSaX=oj 
oder, wenn mittelst der Formel 

fi.Sin«x.Cos.y = Sin*(x + y) + Sin,(x-^y) 
die Produkte der Sinus und Cosinus entwidcelt 
und geordnet /werden : 

(m A - n A) . Sin, (n + 1) X 
+ [mB-(n-i)B].Sin.nx 
+ [mC.mA.(n.fi)C.nA],Sin,(n-i)x 
+ fmD.mB.(n-3)P-(n-0Bj .Sin.(n.a)xf — *>— ^^^ 
+ [u|E -mC T(n-4) E-(n-ft) C] . Sin. (n-3)xl 
-|- etc, etc. etc. 

Alle Werthe ron n, A» B, C, D, • . • • welche 
niii^ dieser^ Gleichung genügen» genügen, auch 
der DIffereitfiaJgleichung (IL), entsprechen also 
der Forderung vollkommen.— La g ränge ge- 
nügt aber dieser Gleichung (IV J) , indem er setzt: 
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Ulid bliesen Gleichungen genügt er. wieder^. indem 
er m = n, und dann aus iknen B, (^^ D, E, etb.' 
in A ausgedruckt findet; während A unbestimmt 
bleibt; .mithm als die : uril&ührlicheAGonst^td 
itagesehen werden mufs. Man erhält dadurch 

y. ys=:A[Cos.mx^Nmj*Cos;(ai.— 4)k4- 
+ roa.Co8*(m — 4)x+....] 
Zur Bestimmung der Constaiit^ A s^tj^män 
xssso, wo dann y =s i werden mufs» tind^i^thältalso 
ji =^Ai(i+fn, +»& H-iMs + .;.>==A,(i + xy^:r 

mithin Aac-r^» 

\ Auch Iiä grange erhalt' dahe^ srtif'äi^sem 
Wege; wie früher Eul er ' " ' ' ' • -im 
(a.Cos.x)« =' X, ^' • '^'' • ■^-' 
also auch f ' ö ==: Y/' 
wobei La grange ausdrücklich * Bemerkt, dafs 
di^e^Entwjicklüng allgemein für 'jeden Expon^iii/ 
ten m gelte. :^ • 

o' L ^ 4- . ,, 

^ ^ tolfson;*) bemerkte, dafsdi^se äfem ÄÄ-^ 

schein nach so streng erwiesene Gleifcl^uii^^'"'^' 

, : . , , (2.CQS.X)» .== X . / odei " 

♦) Correspondanctjrar l'Ecole poIyteclml<pi«/ 18l^« p. a*2.'' 
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(4 X Abtheiliatg. $. 5 . ^ 

J(2.Öaf.i)tt=Co«.mx|mx.Cos,(m.«)x|m2. 

nicht gilt, wenp x==T und in ±= | gesetzt wird ; 
denn .68 ist dann ^ ^ ■ ^^ 

Cos. (m— öajx Ä Co8.(inÄ'-^ sair) == Cos.in^, 
Cos. X Ä Cos. JT tfe — ^^1: 
vaA iae Gleidrang (I.) gic/bt daher in dleseui 

i^fa^Co*. l . Ci +<*), + (1),,+ Cl), +.*,.. a 

• ^ . , .5 _. 

3£ Gm. ^»X* -f »)* =^ C«« ~ X 2*» , 

,3 . .„ ^ .3^ ., 

Mr«lches Resutt^t offenbar nnrichtig ist, "weil, man 
bekaantlii^ hat 



( 



f. :5-'' 
Dias gab Veranlassung zu wiederholten Ver- 
suchen, die allgemeine Gültiglkeit oder Ungültig- 
keit der Gleichungen ,^ ' ; i , 

(2.C08X)«=X' ' 

j und i> == Y, 

roll denen d^e. eine ans der andern notliwendig 
folgert t nachzuweisen. taä croix ^) hemerkt, 
dafs auf demselben Wegjp, auf welchem hi gran- 
gj^.aejner Difi#rentiaIgleiDhung (^ q. it) durch 
die$ alJtg^npeine, Integral 

«} Träite da calcnl differentiel et da caicul int^Ml*, ^^ ^^^' 
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I. AbPhdlung. j^ i. *5 

ysÄA.X • » *^A - 

genügte, flif aoch Avtrih ^^ ^ »^ 

;•; ^ Yi^3^r, -;- "^ ^ ^v' 

folglich anch Aorch ' -u^^nj;: ^ .. 

genügt werde, claCs aber dann der merkwürdige 
-Um&tand eintrete, dafr, lo^leieli ^^ Differtodbd- 
gleichttng ifiur von der ersten Chrdnatig> wire» 
doch ein Integral mit zwei willkuiirliolieii Coiu 
stanten ihr genüge; den Principieii dM fniegral» 
kalknls entgegen. «-* Doch lifst steh annehment 
dafseine in derffatur der Sadie^ gegründete Ab- 
hängigkeit der beiden Constanten A und B statt 
finde, so daft nur noch eine ron beiden als wiU- 
kührliche Genstante angesdien werden könne. 
Dies scheint sich andh zu bestätigen» wemi man 
ben^erkt, dafii sowohl y = X,% als anch y = Y 
der DifFerentialgleichnng (§. $. IL) geniigen, daCi 
man daher zu gleicher Zeit habe 

dx . ) : : . • 

— + mX.t5.x=50 

• dY ' ' "''- '■ ' 

and HmY*tg,x=:o, 

dx 

woraus dann folgt, wenn tg^.x eliminirt wird, 

dX dT ' 
X.dY— Y.dX Ä ö oder — r :;== -:=-, . 

welches integrirt, giebt: 

YssCX oder X = D.Y, < 'V \ 
so dafii dadurch da$ Integral , ' ,,^\ ,7 

y s=s A • X +. B . Y übergeht in 
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ijS /• Jhtheilung. §. 6/ 

y=j(A + BC)*X,; oder.Üi y = (AD + B).Y, 
d. !!• ia r == E . X, o^egc in, 7 ä F . X» wo 
die Gonaanten E und. F noch bestimmt wer- 
den müssen. ^^ Fax xsso, alse» yasi^ erhol^ 

man aber : E = ^ uiid F^= — ; weshalb das 

»^ »-.iHA ♦'. : • .a"^.. . , o , ' 

Miatle Ibltegrad, ak hier itnbrauchbar^ rerwor* 
,|an;v daft'/#rB«e dhes:: beibehalten ..werden, mufs. 
EMlBMft liefet aVe^ wieder, und .zwar liir jede^ 
•Wwtfatvonj.m, 

.(ftCos.x)«=?=X nnd o==:Y, 
wAs^audh.Euler uqid La grange gefanden haben. 
.. w. v- .S.- 6. ^ : .• .- 

.D^n^rSf*) stellt, i^ber diesen Gegenstand 
folgetfd^: Betrachteten an: li^n^hat, was aiip^ 
X seyn.mag» 

V— /^ X* . X^ . X^ . \« 

(Cos.xr=(x~^ + -+^^^^ 

=s:i + Ax»+Bxr+Gx^+ 

wo A|B»C|etc. constant^ d. h« von x unabhän- 
gig und reel sind. Hieraus glaubt nun , D e f 1 e r s 
folgern zu müssen» dafs der v-on Foifson aufge- 
stellte Ausdruck ' • 

r,;., ^(2Cos.x)»=.XH:/'Z:T.Y 
nur daim nichtig seyn könne, wenn Y=:o ist, 
also wei^ er in den andern , * - . 
(aCos,x)*»==X : X 

übergehe, weil nur.^ann in der Entwicklung 



*) I^a croiz Trait6 du Calcal diff. et int. t.nX* p. €16. sqq. 
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€6iizeii^vo]x:r>b]bfs4i6 geraden B;riMnMK;r^i»% 
iffiejEltaaniien, und die Entvri^Jnfiig se^Sfif jdie fit* 
gM8<^9|t erlkriter^ durilif^i« Snbstitnti#%TOÄ^^i 
^s*4tit x^ ^icht- ver^fideft; if ie «o1qI|m 

dem Ausdruck (aCof*x)«^ zukiosqmt^^ .i^r.n-^ f^ 

]i€^ durdi folgenden direkt»i /Beweis ^oiseir - 

bedeutet .. " / , . . ^ 

Sin. ÄX 4,jm^^Äfl.(m-^)jc|IB^^^^^^ 
so findet man sogleich ^ wenn man «tatt der Su 
*tt6^ dl^niackiaiii Pbte^ Von' x .fp^tiauiföden 
»^^^?t,t>^* qrdyel^, ^ ,,^ ;;^^ ^, , r ; 

~^(^»^+«i-(^-Ä)^+mj,.(m;4)34m3;(m45)^+;,Y 

+ e^cv "igte. ' -*' ) ' 

so daüs das allgemeine 6lied zum J^pe£ßcienten 

■ l^P^'*»t?(^ll-^:^.■Mn«.)[Wr4)P♦m3 .(m-6)P+..., 
wo p eine ungerade Zahl bedeutet.': .Um diese 
B^o m .«vmnirearj fajßtrtqbte mm di^ rFpnk- 

*»»■ .i- :■ .:.-.::. V..:.:- a: -.. .. ,,...•■" 
T,s¥=mP^t'?»imijiOw-«)R;t^-f+ma.<m-4)?4'»-*fv. 
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i8 /. JUheüung, §. 7. 

aus wädi«r«[6 ftirt)-s=si Itenrofg^ht^^ Mj|iv;fiB» 

S^t mait hier nach^ndtiach ps=3^a/iy^a»^^,^ce.> 

so erhält maus " '-""•'^' ' \ • - '- \' ^-^ - '^ ^-^ ' ^ -: - » 

^ d.To • d;T, d.Ta 

Tx.«t.— -, T.^t.-^,, T,=:.,t.— -, etc. 

und man erleichtert sich die Bestimxhüng von 
Ti' i ^2 i, is^«- # tvfenri man 1 4^ r^»siii^z ' 

sodafs To?=z*", und i&ri^i;'^nh<^t'ihii2^^^^^ 

t/d.(in») dz -/ ' 

m.z™-**.t-— = m.aPTSv 



.,"v.Yrnr^^'' -rvi-ia),. JUf^^s -4.^.1 rrr/m j ^ 

• ' . dT *^ C 

;^ . , ^^ • ;dt. -V;;., ..^l ■:■ j.,u:\^rxj -^ -i 

CweU^,Ff=z\ _i 

Tj = t . -~ s= m(m— 1) (ni--sÖ^3sP^; v3 .|^ 
dt 
- ; +[*ni.(m---i>+ffl>3^tf»r*;rj 

in Welchen Au^rfidken ^e Siimhii^ -d^ Egonen* 
ten von z und v^ == m ist, während der höchste 
Exponent Ton r diein Steiger ' im T^gMch komni^ 
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L Abtheilung. $• 8, 19' 

mid diese Exponenten roü Glied zu. Glied um 
zwei Siahritea sich verindem, so dals. alle ihre 
Glieder Mr t == 1 (weil dann r ss o ist) ver» 
schwinden mös8en> wenn p ungerade » dagegen 
nur biir auf das letzte verttAwindeA, wenn p ge- 
rade itt\ welches Gesetz leicht bis ins Unendliche 
nachgewiesen werden k^nn. Es ist also immer 

Tp^o für t=i und p eine ungerade 
Zahl; folglich ist immer, wenn p eine ungerade 
Zahl 

mPf m^.<m-2)P+ mt.(m.4)P+ m^ ,(m«6)Pf ... sso, 
för jeden Werth von m ;* also auch immer 

Y=09 dahero auch (2Cos.x)°^=:X 

. ' $. Ä. 

Plana '^) (I^rofes9ox der Astronomie zu Tn-^ 

rin) behauptet auch, Y wäre immer 3=0, den 

eiivKigea Fall ausgenommen, wennx:=T, den 

ahep sein Betveis selbst angebe. Es ist nehmlich: 

e>V^^ 



also « 



Y = 



C e«^V^+mx.e(™-^)*V^^'+öia.e(«-4Wr=;j..,x 
(_e-"»V^-m,%e-<«*-a)»V^'-ms-e-(«'4)«V^^ 

^ Annritt de MathtetlMiiie« p. Gfrgoime. iSsp* ai< 
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öQ J. Abtheilung. $. g* 

wie sich sogleich einsehen li£it, wcoin man atif die^ 

sen letztem Aosdrnol: den binoBiisdbeBtXiehrjatz 

anwendet. Es ist aber 

c±^V^=C5os.2x+/^m.ain.axi ;. .1 . 

/ =ö(Co8.x)**^i + 2/ir;,Sin.ax; 

alao anch: ' • • •-'■ • ' *: - ?; . ' ..l • 

^ :<ßCos.i\»*..c««T^-^. : ^;^.. - . 

y -= : _-, — u- (Cos. X — ^^ /_ 1 . Sm. x^"» 



(a Cos. x)«"i , e-«« ,^ . ,_. ^ . , 
^ ^ (Co8.x+v^Z;.Sin.x)°^. 



Und: w^il ^±««y"^=? Cös^mx* /"nr.Öiiivnix, r 
so wie (Cos^y ± /'T. Siii*x)^5?:Go».nix± j/"T.Si|t.mx 
auch ./. . . *i . , ^„1 

((C).Y = ^^ J^^J^ (C6s.mx + y"ZI,Sin,mx) X 

(2Cbs.xj«», *' _^' . 

,— -: — |7C= — (C«kinxr— y ^ifSui^mx) Xj » 

. >> ^Cos.xnx^3^?III^ffinumx}: 
d. h. Y=09 es mag m,. eine ganze oder gebroche- 
ne Zahl seyn» -— Plana ipieint nük^beiriernert 
d'aDs diese letztere Folgerung aufhöre ^ wenn, 
x=ir, und glaubt, dafs diese Ausnahme in sei* 
nem Beweise bereits liege. 

Wif fiberhtfben iins. Weiteres a^ua der Ab- 
iiandlung des Herrn Plana zu berichten, da es 
ans scheint/ als wenn lallea^ was er in der. Ab- 
handlung als Endresultat herausbringt, wisder anf 
Neuheit. nQdi auf Cfrändüchkeit M^pfpöh ma- 

^ -. ■■'. DigitizedbyVjOOQlC 



7, Abtheilung* §• 9» 21 

chen könne. Dafs die Aospahme tvif: x^sszit aus 
der FeriiiatXc) nicht faerrorgehe, fällt in die 
Augen; dffs rie nicht, die einzige Ausnahme 
sey, ^e Plana t^ach Ppifson meinte^ ersieht 
man eben£dls. sogleich, ^^1, was xss;r liefert, 
auch, eben ^ so für x = jt («n + 1) .«• hervorgeht. 

Beweise ähnlicher Art, dafs Y=:;=o sey, lie- 
£sen sich noch mehre darlegers. Am einfachsten 
und zugleich der direkteste, scheint folgender 
zu seyn: 

Es bezeichnet nehmlich Y die Reihe 
S.[ai4.Sin.(m — öa)x], 
so dafs ft|/^Z:i.Y=S.[ro4,ft/i:i.Sin.(m — fta)x]. 

Nun ist aber 
a /Ci:Sin*(m— 2a)x==et»-»Ä)»V'^--e--(«ö^«<»)»V*-S 
folglich wenn man dies substituirt: 
(0) 2/=T.Y=S[ma.c(°^-«<>>V^]-8.[m4.e.-:(^^^ 

Nach dem binomischen Lehrsatze hat man da« 
gegen: 

==S.[m4,e(«-<^)*V^. e-^-^y^ 
=S.[tp4.eCto-^*)*V^]. ; 
Eben so findet man nach demselben LehisaCze: 
(«r->*V^+e*V^>«a= S.[m4.e--C»-*«<>).»"r=i]. 
Substituirt man num diese Werthe In die 
Gleich^g (0), so erhalt man: 

. fi./.^ . Y S3 o oder Y = o^ 
wie es scheint, för jeden Werth yon x und 
von m. . . • ■ , .•■••• c ff- 
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88 LAbtJuilung.ri.xo. ii. 

$. loi 
Gans auf dieselbe ViTeisa läfst sich auch noch 
zeigen , dafs X oder S • [nia • Cos. (in — 2 a) x] 
sB:(fiCos.x)"* seyn müsse. -^ Denn man hat 
a Cos.(m— 2ä)x == e(«--a«)»V'-=i + cK»-a«)»V^} 

folglich ' 

=: a;(e»V^-f- e-^nr=i)m -- 2.(2Co8.x)«n, 

also Xs=:(fiGos.x)^; welches auch wieder für 
jeden Werth von m und von x za gelten scheint» 

§* 11. 

Selbst aus Poifsons Meinung, daCs 

X-f /tll .y und X^/ZIl . Y im allgemeinen 

als zwei von einander verschiedene Werthe von 

(i2Gos.x)°^ anzusehen wären, scheint sich ableiten 

zu lassen, dafs z. B. für m = - (wo p eine po- 
sitive ganze 2^hl seyn mag)^ Y doch immer der 
Null gleioli seyii mfisse. Denn es ist aus deil 
Lehrbüchern der Algebra bekannt, dafs man alle 

X P 

Werthe von a^ oder /> erhalte, wenn man ei- 
nen dieser Werthe mit allen Werthen von i^ 

oder y^i , oder mit Cos. + yc; . Sm. öder 

P f 

fi!V9lr fiVSf 

mit Cos, + /ZI . Sin. multiplicirt, wo n 

' P "^ P 

nna V ille Werthe e, 1, e, 5, ...biip — i haben 

Digitizedby Google 



J 



sollen. Es sind also alle p Werthe ron (s Co8«x)^' 
enthalten in der Formel 

i) (X4^v?z;:Y)i fcos. 2!2 +yri:7isiii.SV 

aber auch in der Formel 

St) (X--^/=I.Y)./coB.-~ + /^ 

Dann mofs jedocjb \ einer der p Werthe in (i«) 
einem der p Werthe in (a.) gMch seyia; also 
mtifii es immer ^u federn Werth von n einen zu- ' 
gehörigen Werth von v geben^ so dals dann 

Co8. --^ -f /=J . Sin, -— V 

p V y , 

cos.-^^-. + /r; . Sin. — ^ \ 

—V? , :- — • • ••■. ^ '^ 

wo die Abhängigkeit des v von n noch zu be« 
stimmen bleibt. Multiplicirt man aber links 
und rechts, und setzt die reeltfn und die imagi- 
nären Theile einzeln einander ^^ieidi, witi ^man 
dies immer zu thun pflegt, so^erhÜtnoAn hieraus; 

3)X»qos.-^' f-Y^Sm. 

övjf' , ^ ^: flvr 
=.X. Coa. — 7 + T. 3ip. — 

uttdi '■ • - - .^ >.-. 

4) X. Sin. ^!=- + Y . Cos.— ^ 

:.-'-;.=■• flvjr ■ • avjr 

. . = %. Sin, ' — . — "y.. Cos- — ,, 

*p P 
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welche beide Gleichungeii, idepti^ch seyn m;$s- 

sen, wenn man ntur zu jedem Wertlli von n, den. 

zQgehöx^eii. Werth von v nimmt. Weil aber 

dieseG)eu2h|inge4(5.) iwd {^.)Mr4^inJSIV^xtl^ 

vgm X, also auch für x^==o; wo dann auch Y=:a 

ist^ gelten müssen, so mnfs nothwenäig sey^ 

^ , . ._ -öntr, _ , Ä.v^- . 
' Cos. s= Cos.. — — 

• .... , ' p .; ,^ . . p. ,^^^ ._ 

» * una Sm. ^ — ^^q» Sirt. -^— ;■/ c -..:; ;.t--^: ^ 

.,,._.-, .. • V ^ , V .^^; ,.: , ^^,...^ 

und dieise Werthe ini (3.) und (4.) gesetzt, gejben' 

: ^ /..:. .... .7; p_ - :..^^f.;:'.. -^i---^ 

, ßn-jf 

mjö auch ßT . Co,s. ^— ^ = 0; , ^ 

' also wenn man beide letztern Gleich|f ngen. qua« 
diift iind!^addirt/auch' ,! ,? 

4Y*=o unä Y = o, 

.....iweim-. ^lavte-^'-iSt...-:- ' n •..> 

. p 

Aus allen diesepEntwicI^luQgi^n ^scheint abo 
hen^orzugehen, daCs im allgemeinen . 

" ;. (2 C08.X)«* ?= X ^ und^ o = Y 
ist, wie Euier und La grange gefunden ktr 
ben,-und man köttiüe sich vielleielit berechtigt 
glauben, die offenbaren Ausnahm^ iaicht blöls 
für xiszjTf sondern fpr x = + (2n -|- 1)^, aus 
den^selben Gesichtspupkt^Kü betrachten, aus wel- 
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clifiiaft; ,|]|aiir;4iLe iJlg^meitie pükigkeit. itfehrer^r 
anderer S^ti&Qj 9&.B. desTaylqr'scbeiiJ^hriatMSp 
zulifiltyjwwp er aii^hJQ b^esondefn F^Uen Aus- 
nahmen zu erleiden scheint. ' 

:'• ' Anf der andern Seite dagegen *.Heferh diese 
letzterwähnten Säts&e/z,fii der Taylor'äche, in 
diesen besondern Fällen doch eigentlich nicht 
jänitidhti^'ge; llcfstiitate, 'sondern, Mder^M; schein t, 
mebr-ian.braai$hbar<B,- öder es z6i^t vielmehr 
die unbraofihbarb. Form / unter djer «^ aie nun er- 
scheinen^, an« . dafs dieser Fall eine Ausnahme bilde, 
wie sich auch wohl strenge beweisen Iär^t;..wäh- 
r^d, dje hiesigen Ausnahmen geradezu, nicht eine 
unbrauchbare oder einen Widerspruch anzeigende 
Form, solidem wirklich ein unrichtiges Kesultat 

liefern» 

- -• ' . > 

$. i3. 
Was ab^ vor uns nicht erwiesen zuseyn 
sfAieiiil^. dafs nefamlich die Gleichungen Y=io, 
alw aueh Xs;={eGos«x)'A nicht blofs unendlich 
viele Ausnahmen erleiden, . iiir besondere Wer- 
thö Von x; sondern dafs diesei Gleichungen wirk- 
lich im Allgemeinen ulirichtig sind, undkei- 
A9lweg8 allgemein zugelassen 'werden dürfen, son^ 
dwp pim Gegentheil. nur in Ausnahms fällen gel-^ 
toD^ scheitit uns unwiderstehlich z« zwingen; diov 
i;orige^Ansicht zu verlassen, und anzunehmend 
d|^ in. allen deti vorhergehenden Beweisen und. 
Entwicklungen .a(h. irgend einer Stelle ein unrich- 



Digitized 



by Google 



26 /. Abtheilkn^, f. !♦• 

tiger Schlafs gezogen isey/ der dann auch dal tm- 
richtige Bonität zu tVtege gebracht habe/ 

Nehmen wir nehtniich an, dab im allgetnei* 
nen Y = o oder S . [ni^ . Sin. (m^-^ fia) x} äc o , 
also dain;i auch . X = (2 CoS.x)™ seyv so muffte dies 
4uch nqcb der Fall seyn,! wenn T -}" ^ st;att x ge* 
setst wurde. Es ist aber 

Sin. [(mr^ßa) (T+x)] = Sin. [nMr+(ita— aa)x] 
= Sin, m;r . Cos. (m-2a)x + Cos. mir. Sin* (m-2a) x j 
und es würde also dann Y übergdien ih^> ^ 

S.[m<^.Co8.(m — 2a)x].Sin.n«r + 
-|- S . [m^ . Sin. (m -~ 2a) x] • Cos. mor. 

d. h. in X • Sin. mir -f" T * Cos,niT, uud weil nach 
der Annahme Y=o und X=(2Cos.x)l^ ist, in 
Sin.mT.X, oder in Sin.mT. (2Co8.x)™; so dals 
dann auch seyn mufste, für jeden Werth von 
X und m. 

Sin. mir . (2 Cds.x)» c=s o ; 
welche Gleidit^ig jedodi offenbaf nur dann fictr 
jeden Werth von x gilt^ wenn m eine (positive 
oder negative) ganxe Zahl ist, weil nur dann 
Sin,mT = o ist. 

f. 14. 
Es mag daher jetzt' von allem bisher mit«* 
getheilten abstrahitt und versucht werden« )a^ 
zugeben, wie und durch welche Mittel' es ino^' 
lieh seyn dürfte, sowohl in der- vorliegenden* 
Au%abe, als auch in allen ähnlichen Fällen notllh 
wendig richtige und solche {V^oAfäf&M'^fliatten, 
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bei welche zngleich alle etwaigen Aüsaalitlien, 
die sie erleiden, Antch die Entwicklai^ selbst 
auf das bestimmteste ansgespi^chen werben, wie 
dies dem Gange einer strengen Wissenschaft: an- 
gemessen ist. Diese, gröfstentbeils oder vielleicbt 
dnrcbans bekannten, aber, wie es S9heint, nicht 
immer mit der gehörigen Sorgfalt beobachteten 
Fripcipien, deren wir uns bei unsem Arbeiten 
bedienen» und die wir auch hier in Anwendung 
bringen werden, mögen deshalb hier in der Kflrze 
blols historisch zusammengestellt» oiid zum Theil 
auch nur angedeutet werden. 

I. Es scheint aber vor allem bemerkt wer- 
den zu mnssen der Unterschied zwischen einem 
allgemeinen Ausdruck und einen besondern 
(Zahlenwerth). So lange der Ausdruck allge- 
mein ist, iät er weder reel noch imaginär, son- 
dern der allgemeine Ausdruck kann noch bei- 
des werden, das Eine so gut wie das Andere. 

Aus a -|- b ^Zri = c + d /tZI scheint also 
z. B. nicht geschlossen werden zu dürfen, daia 
a = und b = d seyn müsse» so lange a, b, c, d, 
noch allg e m ei n sind. Dagegen ist der Schlüfs 
strenge erwiesen, 

et) wenn man weifs, di^Is a, b, c, d, bestimmte 
reele Ausdrüdce sind, oder auch 

ß) wenn a, b, c^ iy ganz allgemein sind, abte 
aufser der gegebenen Gleichung noch' di)^ 
zweite a— b/tTI =: c— d/tTJ • *' ^ 
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mit^^^n ist, ako mich wenn mw bestimmt 
überzeugt ist, äafs- die, Gleichung 

für beide Werthe von /li^: zugleich Statt fin- 
dete -r^ Z. B. bei 

{--3)+2/c:r===(2vr=r)+(3ir=i).ir=r 

findet diese zweite 

nicht statt; daher natürlich auch obige Folge* 
rnng nicht. « 

^ IL Jede Rektion "zwischen Ausdrucken ist 
eine Gleichung, und jede Gleichung nothwendig 
eine idehtisclie; so da(s die sogenannten aK 
gebraischen und tr^nscendentenGleichun* 
gen (die man besser Bestixnmungsgleiohun« 
gen nennen könnte), so wie auch die Diffe- 
rentialgleichungen, nur der Form, nach 
und nur dadurch von den vorzugsweise so ge» 
nannten idientischen Gleichungen verschieden sind, 
defs einer oder mehrere der darin vorkommenden 
Buchstaben oder sonstigen Zeichen , bestimmte 
Werthe repräsentiren, welche Werthe man sich 
dafür wirklich gesetz;t denken mufs, vreti^ man 
die eigentliche Gleichung (die ihrer Definition 
entsprechende) haben '^ill. 

IIL Man scheint b^^ondtrie Sorgfalt. auf die 
vieldeutige^ Ausdrücke wenden zu müssen, und 
bco^rken, da(s ein. vieldeutiger Ausdruck jedes- 
mal nur einjen seiner mehreren Werthe vorstellt, 
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obgleiöti ^ dann in bedotfdem Fällen -eii^n völ- 
lig bestimmten, oder anch einen beliebigen/ öder 
endlich - eineil von anderiT Wertben abhängigen 
reprästatiten kann. Sohreibt man jsLB« > 

/^j5 ±Ä --^ g oder /"gzÄ *f- 5> so s^lt in der 
etsten'GUichnng dias zweidentige Zeiöbeh^v^^^en 
bestimmten seiner We^th^':-^5 vor,* so .da£B.^dia 
Gletdhmig /79~= — 3 nicht anders gedacht. wer- 
den kann #. als — 3,;=3: — g.; in der andern\Glei- 
chung , /'ß 3== + 3, i^tejlt ^d^gegeja /"p -den Werth 
ths ^Pf^:?9 »^^® ^ Gdeichung selb3t/Vf esqntliqh 
zusammenfallt mit -|- 3..=^ 'jr:^* .:'•:.. 
In. der Cfleichung dagegen i;jxS.,.,i,; ". 

sind4ie Werth|» ^^hi^ j^d^esmal durch die Wur- 
zeln vG^g^stelS wesäftn, voä einandgi^ a^i^pi^ig,; 
$Q d^tfwei^ dieser jWuirzfiln jeden , beliebigen 
ihxer.'^erthQ (obgleich jedesmal nyr einen, eini> 
2agfi]^),jorsjtcsllen» während dann aber dii^^ 3 ta Wur-. 
zel . ^61^; ibf»tiinmtex^y, , vpii denen .4e|: .^iibrigen 
Wuz;a^ln ab][iängigen, hier durch diej^Gleic^ung 
selbs): 'bedingten WertK i^epräf entirt* 

jy, Isf also A; ein. riel^^u^iger' Aufdruck, 
und koi;ni]Qt. solcher in pin^x Untersuchung meh- 
rere male vor, so dar|.r^n ihn, obgl<^^ch er der 
Form xuiph derselbe ist, doph im Kalkül xiicijit^eher 
als ^ineu: und denselben betrachten, bevor man 
sich nicht überzeugt Jnit, dafs er jedesmal auch, 
wirklich dieselbe Bedeutung habe, d.h. daCi 
er auch jedesmal wirklich immer eitten^undden«- 
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ielben $«tiiw Wardie r^nsentirc. Mtm dfitf also 
Z.B« nur dann .... 

A + A S3t ,srA, A«AstA^ 

pA±qA Ä <p+q>.A u,,g.:!ir> / 

s8Cz^9 wmm man übcarzeiigt ist^ dajQi di^es A 
jedesmal dieselbe Bedeittiuig hat« -— Man kasm 
dabet e. B« nicht unbedingt 

/^s.y^coO^^yÄ—S, u,s.w, setzen; 

V* pie vieldeutigen Ausdräckö^ die am häu- 
figsten vorkommen /sind: die Würz ein , die 
Logarithmen^ und die zu irgend einer trigo- 
nometrischen Linie' gehörigen Bogen (im allge- 
meinsten, analytischen Sinne genommen), und,^ 
was bian vorzuglich zu bemerken kat, die sSmmt- ^ 
liehen Potenzen im allgemeitaen. Jedb ^u ei- 
nem Bogen gehörige trigonometrische Linie ifet 
dagegen nur eindeutig, für sie also kfeihe Xfireitefe 
Vorsicht nölhig» Für die übrigen der so eben 
erivahnten Ausdrücke ischeint aber die\Bqgä:(IVi) 
bei dem allgemeinen Arbeiten imrn^r gehörig 
berücksichtigt '«rerd^n* sm müssen. ' Und beson- 
ders wird dies Noth thün bfei den Potenzen, weil 
man gerade bei diesen am* geneigtesten zu seyn 
scheini, solche zu übertreten. * ^ ' 

Vt. Eine Potenz a^ hat aber nur einen ein- 
zigen Werth^ 'wenn x eine (positive oder nega- 
tive) ganze Zahl ist; sie hat V verschiedene Wer- 

üsatt wenn xss +-- und dabei d» Bruch ^ in 

V V 
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m^näUcäi viele KeiBchifideBe . WeA&o, wetkn x 
. xsttLiabiir: isrukmaliir^. loden . wcmi lib imaginair. iet. 
Ist daher X allgc^m/ein,. sa mufs. da .x lioch 
jeden besoodern Werth erhalten kann, a< im AU- 
gemeinen als uneddUch vieldeutig angesehen und. 
.behandelt, werden. ^^ . ,. . .. 

. . DierFoi:meln der Potenzen 
a».ay = a»+y- , ; . ' a»:ayÄa«-^y 
a*;b*'=(abj« ; .. a»;b»^(a:b> 

. ra»> .^ a»y =?=(ay)« : / 

nebj^.4^m.binomi$chen Lehrsätze gelten also nur 
in so ferne, als. jede Potenz einen ihrer Wer the 
repräsentirt^ ifFahrend diese Werthe nicht' durchs 
gßfvi^s .willkuhrlich genommen werden KQni|en, 
spnd^^ ,19 ejuier dorcli die Gleichung selbst' be- 

n^^ Potenz, a.^., we^ür man, einen demselben mit 

wo n die Null und alle absoluten ganzen Zah- 
leä; t)ä^ifls Üii'endlMl^VdWtfenr/'läult^ — 

^Viil'mnMetliei d^ih al^lg^tn^iiiiiti Gm^ 
formen der'AüsdrficKe init Potenzen;* nicht bloß 
solche andere Aüs^ärüclce haben; wtilche einigen 
(unbäs'timmten) WerOien/ sötidisrto' sölü^e, welfehe 
ailen^Werläien ^et gegebenen ^ Ausdrüdre ^ht* 
sjprecnen/ 8^0 mufs inan mit Soi^falt anf das m 
eben 1>eiäierkte Aäcksicht nehmen; titA nieht xaaoL^ 
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' raformt^^ Anicbrni^ke zu erhalten^ .wd^pb?' ya^ ^e^ 
gebenen midit ganz und vollständig «daj^te^««, 
sondern nor ringle inii^wey^ 

yJH. «Btt untndÜdHen; Reihe« seWlhti^ wie- 
der unterscheidenxstt müssen^ die' a 1 ige rt ethtn 
von'djen alft- titiiaei'isch gedachtet].-'-^ So 
lange die Reihen ganz ^allgiemeik siii^d;^ sind 
sie weder cohvergent noch divergetit^ ^Diele All- 
genteii|beit kann aber dnfch die fiedingtitig de^ 
Convefgeng oder d^rDiy^gem ve^mindirt ^et* 
den, lind dann -fiilQrfs maii sieh schon^liie eihtdL- 
nen Gr^le&r XiÄchfe mehr' als 'allgemein^^:'äb^^ 
"bereiis)^^i8 tecie oder als; ima^inärJ?^ VnÄ'''Äb 
Reihe j^elbsfc als eine liünierisiphe'den^ehV'-^'^^Ü 
getetift; so oft 'davon ;äi^]^^^e ist/ 'öfe'den^iVÄ 
einer ReUieV ein reeler öder lein imä^nä'f^rsey, 
l^ann d]le "Reilie selbsif ^ nicht ^ ihehr ' als ein^ ganz 
aiigcxfteiai ^ngese&en' weraen,' weil 'efteiL**^e'!fei- 
gensci^att äies r'eelen uncf'des imaginlt^e^^^^ nit^t 
an die ganz allgemein'eäj'^^^^ iSlöfs IbiU ^i>^ 

sondern Ausdrücke g^Sfifi^iat. '•' '' * 

YIIJU Ent Wickelung einea Ausdrucks 
(scfalechthinf.x>dev in ^n^ Re^e) ist nichts ^wei- 
tprcs als /Umformung, und gjebjt jedesmal ein^ 
^de^tischß Gleich^gtjmit denen, alleijaL^siclL der 
ganze Kalkül beschäftigt. -7- Eine , splc^ie Um- 
formung. konnte man yollstandig^ ^er uii- 
rpUstandi^g nejme^^ je .?iachdei^ si^ §llen 
oder %a^ einigen \^a:then (oder, nur einem 



einzi-^ 



Digitized 



by Google 



I. Abtheilung. $.14. 3$ 

einzigen) Am gegeb^iien Ausdrucks entspricht. 
In beiden Fallmi kann aber d|e Entwicklang i^ich«» 
tigsfeyn,— Eine richtige EniwicWmig mu^ den 
Au^dracktideu sie entsfirioht, in jedem Augen- 
W*ck wieder jepradiiciren können, worin sich 
eben der.Charaktfsr der Identität oder der um- 
formung ausspricht. — \Eine unendliche 
Keihe ist zwar nur in der Idee vorhanden, aber 
als Vernun&bf griff vollkommen ausge8prO(;hen 
durch ^AsFortschreitungsgejsetz.^» Eben 
deshalb ist eile uniendliche Reihe auch im All- 
gemeinen (wo von ihrer Gonvexgenz oder Diiver-* 
genz noch nipht dieJRede.seyn kamji) voUkom.- 
men geeignet einen gegebenen Ausdruck roll- 
ständig zu repräsentiren, wenn man nur, das 
richtige |;ortschrei^ungsgesetz zu hahe% über- 
^^fugtseTu kaim.^ , Durch dieses Fofftschreitnngik 
gesetz rep^pducirt.sich nachher immer wieder 
der gegebene Ausdruck, un^ kein dem Wesen 
Qach von ihm yerschie4ener, wenn mannnrbey 
den weitem Un^wan^p^^^ welche eine solche 
unendliche- Il^he erldden kanh^ die nöthige 
Sorgfa^ veriifei^iJei^ dan^t nicht wesentliche Be« ' 
sta^dt^eUe des Fortschreitungsgesetzes, oder an- 
dere von, der Theorie als wesen^tlich anerkttinte 
Elemcjnte ,i/v;ahrend, der Arbeit selbst verlohren 

IX. Von dem Wert he einer unendlichen 
Reihe kann nur dann die R^de^eyn» wenn sie 
\ C 
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emett Wenh hat, d.h. rrenn ^e e^nretfgirt 
(wenn die Summe rön noch so tielen ihrer Glie- 
der me nnendlieh groft, sondern: zwiuibea be^ 
stimmten endlichen Grensen eingeschlossen ifrer- 
den kann)i — BBeraAs folgt, was ftlr die Be- 
handlnng der Reihen nicht nnwiditig 2:11 seyH 
scheint: ' 

i) Alle Schlüsse, welche sich anf Werthbestim- 
mung einer nti^dKchen Reihe grändto, gel* 
ten nur unter -der Voraussetzung, einmal 
dafs die Reihe nicht mehr iälgemein ist, son« 
dem bereits ab eine numerische arierkanne 
wird, dann anch, dab die Rrihe selbsic 

. ednrer^rt. 

Sind diese Voratissetzungien nicht gerecht* 

' fertigt, so werden' alle solche Söhlfisse in 
der Regel zu Wiedersprüchen ' fShr^i. 

s) bt ein endlicher Auidrud:, einer un* 
endlichen Reihe im Allgemeinen gleich 
(identisch), so hat Mr jeden Werth der un^ 
endlichen Reihe, der endliche Ausdruck 
nothwendig denselben Werth. Aber umge. 
kehrt, von dem WerUi des 'endlichen Aus- 
drucks auf den gleichen' Werth der unendli- 
chen Reihe zu schliefen, geht nur in sa 
fi^rne an, als die Reihe wirklich einen Werth 
hat; dieser Schlufs gilt'also in allefi den 
l^Ueh nidit mehr, in welchen die unend« 



Digitized 



by Google 



L AhtheilungM §* 14. 55 

Gehe tkmhB divwgirt d. b. gar Iteüieti WerUi 
mehr htt. 

g) Ist dahex eine ni^endlicbe Reihe von der 
Art» daüs sie in gar keinem Falle convergirt» 
dals sie also nie einen Werth hat, so hört 
jeder Schluls, der dch auf ihren Werth be« 
zieht, in allen Fällen auf» und alles in Bezug 

, auf den Werth dieser Reihe Erschlossenet 
öder auf den Werth einer solchen Reihe 

. oder auf das Daseyn desselben Gegründete 
holt in allen Fällen auf nothwendig wahr 
XU seyn, eben weil die Voraussetzung, un*. 
ter welcher diese Schlüsse allein Gültigkeit 
haben können^ hier nie statt findet. (Wir 
meinen, daüs die so erschlossene Resultate, 
eben so gut tmrichtige als auch richtige seyn 
kffnnen). 

^ Ba eine unendliche Reihe, im Falle sie di^ 
vergirt, gar keinen Werth hat, so kamrman 
m diesem Falle» afu« ihren reejen Glseilepm» 
mebt^ mvi iknm reeleti Werth^ und aldo 
auch niehtr auf den reden Werth des mit 
Ihr* £m Aflgemeineu identischen endlichen 
AwdrrjiJk;» «cUielMaf so ditfs also alle GHe-* 
4ir einer aneudUchefi^ Reihe Mel eeyn kön- 
ne», 'Wflhrend', wetfn die Reihe zUgldidher 
Zeiti (l^rergfrt, der iht im Allglettl^^n 

^häche enSKebe Atttttratkr ^>m ^ ^^ ^- 

Ca 
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nen imAgii^äf^i^ ^^ duch einen; rarieif Weirth 
haben kann.*) 

Alß Beyspiele ihögen die Entwikklungen 

von und von V^ — p« in, nach ganzen 

Potenzen von p fortlaufenden Reihen,, dienen. 
Eben so vrenig kann man aus dep imagi- 
nären Gliedern einer div/ergen^tein unkend- 
liehen Reihe auf den imaginjiren Wertfa 
des ihr im allgemeinen gleichen exidlichen 
Ausdrucks schliefsen. 
5) Umgekehrt aber : h^t df r endliche^ Aus- 
druck in einem, besondern Fall^ einen ima- 
ginären Werth;. und sind zu gleichi^r Zeit 
die Glieder der £ntwikke][ung (der uiiendl. 
Reibe) alle reel, so muls die Reihe noth- 
wendig in diesem Falle divergir^n ; so^ wie, 
wenn sie convergirt und alle ibire Glieder 
reel sind, der ihr im Allgemeinen gleiche 
endliche Ausdruck dann . no.^h;^ei}dig auch 



*) Sinei atso^, um ein Beys]^iel der Anwenddn^ sä geben, a^b; 
c, d, alle 9der cum Theil unendlich« JBHbcqp^'«) Itldn mm. aus 

a + b •"h^= c;.+ d ^JZi-, ,: . -, 

nur dann schliefsen, dafs a =: c un^ b s=.d s^ mfaae, ent- 
weder wenn alle unendliche Reihen convergirei^ and reele 
Werthe haben, {also nicht unbSdihgt jKrhon i^enÜ tfie''einttlnen 
Glieder der Reihen reeJ-sii^Di)/ .öder .w^pn sie; n»db -a Ut pemein 
sind, aber aofser a +, b^vT-^ ==. Pivh%d ,/^^ ^ 
AUgemeiiien auch nodi dieji<e. andere Ci^^fcpng > , \ 
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«UMi jdeeletii Wetth^iiab«]! mufs. (^argLIX. 

X. Wenn bei den ; indirekten Vmformoiigs« 
Methoden (z.B. beideijenigep^ jvro aus dem ge«- 
gebene^ jLusdruck erst eine pifferentiälgleiqhung. 
gebildet, 4^i^ ^ber nachbei; wiederutn^ das Inf e* 
gral gesucht . wird, ini 4^ Hoffnung oder ^|: der 
besonde:^|:i Aufmerksamkeit, jd&^el^ in ui^^form- 
ter Ges^lt s^u erhaltei^^ feorner auch sc^on bei 
der ge^wöhnlichen Methode j^er u^bfstininiten 
Koefiicijeinten) die Koeffiplexiten nur unt^^der 
Yora^ssc^^BUilg strenge bes^timm^ wcErden )^oiinen^ 
dafs di^T^kQ^menden^ Reihen conrergireip» so 
kann man die.R^sult^te.pic^t, noth we-^^|irg!al$ 
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Fällen, ICO Umwandlungen in Reihen gewtinsclH ,yiFerdi;n. lun 
nactiher 3ie Werthe der AuVd'rücke durch diese l^eiften be^ 
' ' )^i<ltiibi^iii''1^tinen; oder ilttiih^n itfäSkin , 'ifo m^ 'Sa£ 'eine 
' ;|^e||^oin{^,(Iontreiigens Wfi^^'l^cl^ise |^({flV*1i«!liliX ^'we- 
sentlichen Nutzen gewahren dv[rfle, den Reihieq. (endlich« 
* oaer unendliche aber) schon* bestiramte Elemente beyzugcben, 
*" '^ic^'zaglijkh die * NiBtur'^r »Iti'H^enrfaid^lndenr AuJlMtcke in 
^ ^ . , ^ch. ^f^ommeni haben« Ipi^em iiehnH^.daqni.xiieUirnUffk» 
jadien der Divergenz wegfallen^ ist auch die VVab^^cheiijiUch- 
keit gröfser, eine umfassende Convergenz zn erhalten. — 
So conter^iren z, B«;{vi9;«A'8f^eint, ausiditHSB^rPEide) die 
Reihen fär die Logarithmen schneller und umf^tssei^er, vema 
inan "selbst wüeder Logarithmen in ^e'£ntwictelung ein- 
: ' -Mm. <^ Vdrzdglichtn'^Kb^ta' sdieint diese ^ISenierkting 
auch in; einer ^he^iriei^ fi 1;^ m e i nie n f^^il^ilsaM b«- 
bep, wo si^h die fernertn Schlüsse. blofs .auf dif CanytxSfisx^ 
der georauchten Reihen gründen können^ und nur dann noth- 
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allgem^Sngiftltig» inilehnteii, obgliidli sie 
nothwendig richtig siiid für die Falle, welöli^ der 
VoraMsetztuig entiprebhen* 

Aber um selbst ibr diese Falle nothWetidig 
richtige Ilesultate tzit erhalten, mufs man jedes- 
mal sorgrältig untersiiölien, ob aach wirklich det 
Thedtie überall genflgt sey^. £$ darf also na- 
m^ntildff k^ine Köelffitiientelt-Bestimknung istatt 
finden, bei welcher Aife ikii Unendliöhen vernach- 
lässigten Glieder selbst unendlich gröfs werben 
mäss^j tlnd im Falle sölöhe üniendlich grofs wer* 
deü kfl^ften, so wi&rde dieÜmforniü)^gnur^ur 
die tkhn nothwenclig richtig rerbli^iben, für 
T^älofte 'diesen nicht ttifehr «tätt fiildigtl 

Hat man sich dagegen von der aUgemeinen 
Ofilti^mt der Form; etif direkteih Wege äber- 
i^ugtl ijjad ist tiian sicher, daGs das f^okrtschrei« 
tang|fges^|:z das Wesen des umsiuformendeaL «nd^ 
lieben AnsdmoiEs itn allgemeinen in sich Mhlielset 
so dafs die ^^oelfidienteii als die Constante;^ an- 
gese|if9^,,W€ii:den konnei»» »o ist cwe eoldhe Ent- 
wikk^uajg am>h ailgemein gfiltig (d. h« sie ^alst 
datin füt ill^ Ifidg^cheh besondern Fälle zug^eicb)^ 

Unfisrsvielit man jgenan die in ($« ^.) angege- 
tiene fi^twloketimg des Iiä gtange« so ist es 
leicht J?«a finden, dafs. diese Bedingungen dwelbst 
mM^ berucfeBidiUgt isä ae^* aeheiiHto; dMli es 
WetäiM bei! dit fintwickeiäng im ÜMiadlichen 
Glieder vcirnacmäfsigt» .;derfa K^miISmm^^ 
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HAhheUung. $.14. S9 

<^ mtMkii^^^nA bib^ sa dals man möhfe . mit aMmt^ 
]ieit auf das Verschwinden dieser ternachliaigte« 
Glieder^äuch nicht in einem mnKi§en Fall^t'^eMie^: 
beh däd^e. r-^ Dieser. Umstand scheint zugleiell 
die in den folgenden Fara§raphen angezetgteiit 
d^ Prindpien des Integrjllkalküls entgegenlan* 
feüden B^snltate^ öder vielmehr ihre Unzoläfaig* 
keit an etklären. . 

XL Mit dieser Bemerkung st^t Aachsie* 
beiide in^genäuer Yerlnndiing: Bei allen Vörtu- 
nehmenden Umforinun^n mittelst der Methode 
der unbestimmten Koef&denten, iiiti£s man sieh 
vorher vpi{i der allg«meinen Zulässigfceit der 
angenmihnenen Form der Entwicklung ve^pge? 
wisseruir Es ist zwar sehr leicht etn&usehenf 
^afs jede Unzuläfsigke^t der angenommenes! Foraa 
der Entwicklung, eben weil ihre Annahmer einen 
Widerspruch inrolrirt, diesen Widerspruch BAeh 
in den Endresuluten aussprechen werde; alleti^ 
es scheint irrig zu seyn anzunehmen t dals aidi 
dieser Widerspruch sogleich bei der Bestimnittii^ 
der Koefficieiliten zeigen müsse. Im fl egant h e fl 
ist nicht nur dazu kein hinreichender firmli 
vorhanden, sondern die at^enomnieite Form iliufs 
sogar zu nothwendig richtigen, keinte Wider- 
sprmA anzeigenden KoeßuMBtenfaesitiiinrattgtai 
üätren, eehtold diese M^enominene FonI dM:;Enft* 
^ckluiig taich nur in eim^ einzigen .beseoadnin 
Fail gereehtfartigt sefn spfitcf; webn sie aneh 
in Mm ftimgte FüUen nimulalAig ist. — - i^m 
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4o J.jf^ötkfiihmg^ $ii^ 

Wicklung des Xa g ränge statt. Die von ihm 
für (Cos. x)°» angenommene Form der Entwicic« 
Inng ist die wahve, wenn m eine ga^ze Zahl; 
folglich mössf^n mc1| die mnbestimmten .Koeffi^ 
cienten finden lassen (wenigstens Sär diess Weiv 
the von m); und die Entwicklung selüit findet 
also statte aber pur für den Fall, daC» m eine 
ganse Zahl. Der Widersprach, <ler in der ITn- 
xnläfsigkeit der von La grange fär den allge- 
meinen Fall angenommenen Fonn der £ntwick« 
lung liegty bleibt deshalb noch immer vorha»- 
denf und SMgt sieht wie wir (§• 15.) 'gezeigt ha- 
ben» wenn man ^'^x statt X setzt; oder^zeigt 
sich vielmehr eben in der allgemeinen Un« 
gAltigkeit der Entwicklung. 

Die direkten Umformungsmethoden scheinen 
deshalb vor allen indirekten den Vorzug zu ha- 
ben. Wenigstens mag es gut seyn, sich ihrer 
immer zur vorläufigen Bestimmung der Form zu 
bedienent wenn man es auch nachher bequemer 
und zweckmaisiger finden sollte, indirekt zu ver- 
lOuren. 

Vorstehende Bemerkungen kann man äbri- 
gens durch viele leicht zu findende Beispiele be- 
stätigen lassen» welches hier der Kura&e wegen 
unterblieben ist. Ohne gehörigen Beweis blei- 
ben, manche dieser Bestimmungen jedoch noch 
immer problematisch, weshalb diese Beweise und 
überhaupt eine Theorie des Kalküls in dem schon 
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\ I. Abtkühmp * $. 15. k6. 41 

aagilHNrMtt ijelirbilciie de& ^trltiäin Verjucfat 
wokdcn ist« ' ^ . 

^ / ■$. iÄ^ ■ ^' ^' '• . 

Betrachten wir; nuii dii» Euler*^söhe Ent- 
widd«iig* (^ i.)p te-eieht taian^toglbicäi, dals im, 
aUg«i)tieiA«ft ■ ■'*.'"'■■' ■"' 

zwei vw9i?hiedeiie 'VVJerthe von (ßCo«.x)^ ^eyn 
I^mn!^, . Au3 dc^iiQlBichuuQgeiPk: 

' 1) (2Cos.x)°» = X+v:Z7.Y 

, ^ , Wd , ö) (2 Co^x^ j??= Xr-lT^* Y 
kann r man also durch Addilioa bloia BchUeüsen 
nachX$,44. IVu.VJ.):s '^ ! 

(2C08.X)« •f;^(2C0B.x)™ =53 2X, 

aber nicht ^ , .52>«(a.C;o8..x)^3:9:dX^ -. 
w^il in den Gleiehmtgen (1) und (s) (die, wie 
alle Gleichungen, nur als identische Gleichungen 
angesehen werden können) der Ausdruck (2 Cos. x)"> 
jedesmal einen andern seiner Werthe repräsenti- 
ren kai^n. Wenn m eiiie positive gante 2Sdhl; 
bleibt der Euler'sche Schlula gültig, wie be« « 
kannt' ist, und wie auch schon: Foifson he- 
nierkt hat. — Er bliebe auch noch gältig, wenn 
m eini} n^ative ganze Zahl ist, wenn nur die 
R.eihVn X.tind 'Y zugleich einen Werth 
hätten. ' . • ; ' 

WasBeÜers <$• 7O schlielst, dürfte, lirie 
es scheint, nur dann gelten, Wenn naehgewimm 
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4^ . I. fiktheUang^ .§ii6. 

iftejkn IcSttttte , ints^ wmh ifian, (€(Wi x)>r ; oA«r 
vielmelir 

A^eiMin Mteh imn polyiMaiiiiAetfi LAimmm #ii«* 
-vfickdlt, die Koefiicictnten der entstehendett itudibe 
nicht uaendli^li wfrd«^ l^gekebn «teilt min 
ein, dafsy wenn (Ckis. x)"^ sich nicht allgemein 
nach deki geraden l^otensen von x entif<^dkeln 
lärst, die Form der Eütwicklüng telbstsolcheft 
anzeigen müsse. 

Was abei^ den andern Bi3#eis dÄ D^flers 
betrilÜt, dafs Y=ö sey, trie solöhte ($.&.) bdge- 
bracht wutde» so scheint ins den vorstefaeiideii 
Principien hervor txL g^hato i 

i) Däfs' die Somiüätion deor Reihe 
niP.i"»+in»(m-i2)t».t'«»-»+ft»,(m.4)P.tn>-*+inj.(m-6)Pt"»-^+.. 
wie sie dort gefancleit wurde, sehr strenge istp 
ittid dafit also z.B. sehr strenge 

(C) m'i t^+n»! .(«a- ß)' t»»:?+iiia .(m-*)' .t»-*4. 

. 4Bi5»(m-6)'.t>n-fi+... 
im aUgefcieinea ideatiscjh mit dem dortigen 
m(m- i)(>i-ö).»"»-''v5 .^ [8m(n».i) + m»3 .»«-«t 
•d« imt .. 

(^ m(m^i)(iÜ.fi).^t + t)"' 0"- 7)'+ 
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» 

s) Dafii dagegen dtttmeiidliche Reihe (C) nur 
clMti etil^ Wärth li^be, wekin «te oouMrei-girt, 
Akö 1^ 9. Wenn t si^ht gr«& üt. In jadöm an« 
dei^ Palld dagegen» ttndanchftir tc^>, bestiäimt 
aieh vwtt deit Wc^ttli deir A\i^Melia t (0) ^ -««kiiief 
^ber^ ntif^ dänlti nii€ deih Weirthe- dekr 'Aetfi* (^ 
znsamiufellfikllen keM, wMn lUftzetM fmklieh^ei« 
nenV^rtlr tiht:» Da nnll' Ab^r die ReHie (C) für 
ti=i nAt dann' eitaen W%i:t& «u hab^i scfatititi 
Mrenn m eine (posidv«) gante Zahl ist; rioaclMM 
aieiineh dik)^ in .dieiecft PtfUndh dem Weftbe 
des Ausdrucks (O^, aleor mll Nnll| i»asammenzu« 

3) Wäre dagegen in dem Ausdrudi Y^ def 
lA ($« 8.) Verwiuadell Weip4«n soUte^ njkl^t^ 

aondeirn vt4lmefar dieae aodere Reiher. .. ^ 

vorgekommen, so konnle^ inim.segleMTh Up^^Ug/^ 
meinen den mit ihr identischen endlichen Aus- 
druck für sie selbst setzen, und das Resultat war 
dann noch immer mit t idelitxsbhr imd ini f*alle 
Y selbst convergirte, müfste danh jeder Wertk 
dieses mit Y identischen Aüsdifucks, dem Van Y 
gleich seyn. '•' • 

für jedea nngerad« p der Null gleich mj, erhellet AhrigfiM 
unmittelbar, weil in ihr jede« Glied doppelt, aber mit tett^" 



Digitized 



by Google 



geluMUm« WD^aUr/Mdit^ dafi^c joi^hx q gesetzi; 

oder ' ^ Ä ^rirj .y 5= («CoirxJ«* [1« -^ im] , . 
od«. ft/i;;T.y»(»<?P«.x)«[Cos.(ian:PiT). 

., x: !— f!Sil»-(+ÄVjlWr))]p 

rro (ftCo8*x)«» einen beliebigen ihrer Weithe^M* 
pifisenoA ' ' ' f* . ,, ««•'.' 

Mii^Köthwendigkeit kann man aka anf die« 
sem Wege 'sich blibhr äbetzengen ^ * da^ Y £= o 
seyn müsde; den Fall ausgenommen, ^in '^^eloliem 
m eine'^taise ZaM^^frird; 'iihd Y ssttgl&idh''^iieti 
endlicilen VtTerth haben inufsJ ' • .^ : * .! : ^ 

£be;OfSAT%den /mr d^^i]j:iyic^^ in (§. lo.j ' 
^ ganz», jStren^, bis dahin, wo . ^ 

12 ;{^,Fj (e»y^+,er--v:^J^+^^^^^ 
gehinden ist, wofür man aber rechts nicht unbe- 
dingt ß(e*V^+e-3n^^^)m setzen darf, wie dort 
geschehen (S. $. 14. lY^YI.). Die Gleiehnngcii/vjtd 
vielmehr^ wenn madi saCos.x statt e^OF^'-fiö-^^V^ 

ÄX=(2CoSixy»^iV4- 1*»;) -.♦fiio,. ;,3^ 
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wo (2 Cos. x:)f' . ähamii übistiebigeii i Sbket'Wsttiui 
vorstellt. '*'? ' >'\. 

1 ./ Es i&t;^^&emnach axif^diestoi Witfgts tifoA datin 
tait- Sieh^rlieit ' X^=s=t (s Cosi oc)^ » ! i?feefto^ ni >^ni 
ganze ^ahl • ist und X .wiifkl|ch «am W«rdi liit; 

Was endlich den Beweis, ,(t.i,j.A,b,etrilft4i.,W 
ist leicljit ^in;&usehen^ Wi^nif inaii ^i^.^irars^f^en-* ^ 
den Principien jin,Anw^n4jang brin^n^j^i;)^» dafet 
weil sich die dortigen Schlijisse^ a,u^ ]\y^^yt^^9 
gründen y sie nur so lange .gelten, als die doi:ti« 
gen Reihen w^rlt^iqh-m lia}?efl,,fJ$o,|ttp in 
so ferne sie coAvei^e^n^ sind. , Unte^^^^^^ta^V^jp- 
aussetzungen ^ Weihen idie^^dp'^*^^ |^i|^ichungen 
(3.und|,]t^.nQGl^ streng nch^g,^^n^^^ ,4ff B^-. 
s<^p9ja^n^,^^^ ^lis^Pß}^ idW 

tische Gleichungen,^ ^spnd^^^^ ^^^^HiMj^fP'^ 
Identitäten^statt' linden. t)ies ^äa^ert- di^ ^ann 
folgenden Schlüsse d%hii^ ab* dafs jb^]|s<^^ den ' 
Werthen von X und X ^für verschiedex^j^^rl^e. 
voj^x) u^d. ifiwische^ ^^en Wertjhey .y^SjjUft/Uii^ T^ 

dingte Abhängigkeit statt finden xnufs; daß.abjx 
4W Ab^^&S!f^^ y«»^ ■» ¥P^T webt jMJjtIfflrpÄdig 
y)0n. ! dtoiir Weisthe v0i| ix < unabhängige^ iat-^ sondern 
iitf (ii^riaito Mr andÄö WeM^ 
mal eine ander(^ werden Ici^ 
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dm^t^tigM Beweises ($• tlp) g£tealKr^€h^meiir» 
HH^^daher l»t da» dordgeEadr«uhfft keine grö- 

$. flo. 
fift< geken alsa»- die S»twidciaiigeii ron 
(trCoSii^des Ettl^r, La grange^ «ad die übri- 
gem .tuiam ctgcoea (^ $^ 8«' 9-^ i^ «uid ii.) mit eio« 
geschlossen, nur für den Fall nothwendig, dais m 
eine ^anze positive Za^l ist; und wenn m eine 
ganfce negative Zahl ^^fire, ' nur dann / wenn zu- 
gleich Ijt'ünclT wirklich' einen Werth haben soll- 
ten;' 'Eiid[e' allgemein gültige Entwicklung mag 
nun Väfsuclht werden. - ^ 

IJSe . d^nfi^chste und direkteste scheint Fol- 
g^üdef^iu keVh* Man hat nehmtich 
• •'■••' flCos:x=e»y^4-'c--*V^; 
Ibljglibh, nach' dexfi tiinomiichen Ijehmtz 

faÖ>s/x)»== S.[m^J(öV^m-^ 
ddter/ ^k6o4;^)« = 8l^^^ ' 

■ Nun ist at)er "^" r / *^' 

und''diiW' '^ ^ \ 

(e»V^;^"*^= Cos. (m^fla)k + /^ 

oder, w'eiin^ man rechte dlleWerthe haben will; 



*) Wümt ttiaä 2.B. aiis ädi t^dchangox (f. ir; n.3'tu 4.) flllr 
gen/-*! . Dfrüber^ielit besonder^ der leUte ^'^cü dieser Po* 
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+ /"Z7.Siii.(iii — flÄ) (*fiiwr*4»x) 

Dies oben siibstituirt, giebt: '^^^- v 
(<f ^^.. (2 Cos.x)«»=S i [iii^;c5o8, (+mn7r+(m.2Ä)3c)] 

welches Hie gesuchte Entwickluiig ist, nhd in 
welcher A^x Ausdruck rech^ ^ben so voll^ändig 
ist, als der AusdriK^ Ux^ks, in sq rißrne ii / alle 
Werthe o> i, s» 3» bis ins Unendliche VQjrstellen 
solU . 

Cos.. [+2nui7r*(m-fla)^xi==: Cos.(+2i^^ 

— Si>i. (+2milw). Sin.(m-2^Ji 

und 

3in.{i2iönir4(m-iBa)3^] ==Sini(+2uin^), Cos.(m-2<:^)x 

-(- Cqs.'(+ ^niinw^ . Sin.(a|-2i^)x9 

so geht obigeEntwickliing (cT.^. 21. y auch noch 

in folgende .ybex;^; , . 

+ Vn. (Siii.(+2mnT)i.5 . [pft,C<j||.,(ifl,;^«^3f} 

bfibehält: , , , . ". 

s- «|*y^, [X^Sufc (*2mH»') + Y. Co8.(±2im«r)] 
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48 J. Abtheibmg. % 2^ 

wo n towobl Ot il* aatih.alle gaiiz«Q Zahlen 
:vor«ullt» 

Mun siebt zb gl^ichepr Zmtf wie diese (für 
.jedes-m)a%f mein gültige. Entwicklung in das 
frühere Resultat r » . 

(fiCos.x)«==:X , 
übergeht» so bald m ein^ positive ganze Zahl 
wirdi weil dann Y = o erkannt werden mufs (§« &•}• 

Setzt man in (2|.) n =;:; 6 , so erhält ^n 

, ^^ ;■ ''' "''*'(äcos.x)'^==.x.+y=i \ 

wo ^ITi zweideutig ist/so dafs 'man eben so 

(ö Cos-x)m = X^+ V^=I. Y, 
als auch (2Cös.x)»=X-^ V^.Y 
hat; uijd mjBin sieht also, wie X + "VTZi.Yund 
X— V^.Y (dieselben Resultate) die auch Eu* 
1er schon erhalten hat) als zwei im Allgemei- 
nen verschiedene Werthe von (aCos^x)"* ajage- 
sehen werden müssen. , /^ V 

Hätte man daher das 0r$te der Ep]l ergehen 
Resultate genommen 

(2C0S.X)« = X + v^-t ' ^ 
und solches rechts daditrch v4tvölli5t&digt, dafs 
man diesen Werth X-f- V^-I-Y niif allen Wcr- 
then voü i™ oder mit^ . • - V • 

Cds: (+ftmnjf) + V^ (±imMP), 
wo ni NuÜ-tmd alle ganzte ' Zahlen ' vorstÄV 
multiplizirte» so hätte man erhalten - ^• 
(«Cös.x)«aaa(X+vrzi-Y).[Cos.<+amnÄ') . 
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Auch bei der Entwicklung in ($f 4^i*) Jkfffili 
man, und es scheint dies jedesmal Ibequemex zu 
seyn, die dort genommene Kücksicht, alle Wer« 
^ the der 'Entwicklung zu erhalten, vernachläfsigeiu 
und nur einen Werth zu erhalten' trachti^iu 
Die Entwicklung sieht 4^n so aus: 
Es ist ' * 

(a Co»^ x)n^ = (e^V^^ + e -»V^ )m^ 
also nach dem biiiomischen Lehrisatze 
(aCos.x)«»' =5. [mÄ,e(°^-*^«)»]. - 
Aber 
^(m-«2Ä)x — Cos. (m— 2«) X + V^IT.Sin (m— aa) ar, 
folglich, wenn man dies substituirt: 

(a Ck>s, x)m f tÄ s. [mo^; Cos. <m— -^i^) xj 

; + VZT.S.[m||\Sin. (m— ßa)x] 
oder (2 Cos. x)« == X +VZI Y; 

und vollständig 

(aCos.^)^ == 1«» iCX+Vrr. Y); 

welches wieder mit der Formel (4) zusammenfallt. 

'\ ^§f 25- 
Wollte man eine indirekte Entwicklung voiv 
ziehen, so könnte man auch auf folgende Arjt 
verfahren: 

Man setze. • y :?=(CoiS.x)«» 

und entwickle, indem man diese Gleichung dif- 
ferentiirt und (Cos, x)«» elimihirt,^ie Difieren- 
t^lgleichun^ 

D 
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50 ' /. Abtheiiung. ^^ 05. 

'■■•'-■' ' ""dy -^ '•. ^ • ' \ : 

my.^in. x + — - . Cos. x = o , 

worans biedert M^enn man für Srn«x und Cos.x 
cßeWerthe 

-_-. und ■ ', 

setzet, ^ hervorgeh tt , . 

oder 

^enn z==e~^*^— ». 
Nun nehme man an 

und di^r^enJUira» so erjiäk. man> -. . 

■ ,ax ■ " ■ I 

oder, weil -r- = -^ 2 /"_» . Js ist, 
dx 

+ (m.6)^.z3+...J, 

I ' " dy 

Snbstituirt man diese Werthe für y und -r- in 

di|B obige Differentialgleichung ($)» ordnet man 
nach Potenzen von z» dividirt dut<|i e^'^^^^-^S 
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hJbtheilung. $* 25. 61 

und setzt -die einz^elnen KopfiGicienten der Null 
gleich, 80 erhält man zuletzt; 

a = CS, 

ßmuia 

u. 8. w. f.; 
also 
(Cos x)« ==i Ä^ e'»***'^-» . (i+m i.z+m2.z*+in3 .z^+ . . .), 
"WO noch die Constant0 a zu bestimmen bleibt. 
.Weil aber für x=:o, e™'^^— *ts=:i, Gos.x = i, 
z = i -vrird, so erhält man zur Bestimmung der 
' Constante 

xm==:a.(i4m,4.m2 4m3 4....)==a(i4'i)***=«.ft"». 
Also 

(aGos.x)»=x™xe«*^T^^(iimi.zim2.z^4.m3.z34...0, 
oder, wenn man ffir z seinen Werth setzt und 
"wirklich multiplizirt, 

(2 Cos. x)« = i°» X (e">*l^~* -f m, . eC«»-^)^^^""! 
+ m^ . eC«a-4) xT^=i + m^ . e(J^-^>V^i + . . .) 

oder, auch 

(ftCo8.x)«^ = im . S . [ma . eCn^^-sajxr^j^ 

aus welcher Gleichung endlich , wenn man ^ 

e(m-8a)xV^i t=: Co5.(m-r2a)x + /'III.Sin.(m-fi«)x 

zu Hülfe nimmt, das bekannte Resultat 

(aCos.x)«^ = (X + ir:=I.Y) 
hervorgeht. 

D2 

Bigitized by VjOOQiC 



5a /> Abtheilung. , §t 26« 

§• 26, 

Wir brauchen wohl nicht zu bem^rlceni da|s 
eine solche Entwicklung nichts empfehlenswer- 
thes hat, einmal weil man nicht wissen kann, ob 
die angenommene Form der Entwicklung auch 
wirklich allgemein Euläfttig ist (§• 14. XL), bevor 
man das nicht erst untersucht hat ; weil man also, 
wenn die Form geradezu angenommen worden, 
auch wenn sich die Koefiicienten bestimmen l^s^ 
sen, ohne jene irorgängige Untersuchung über die^ 
Form, nicht überzeugt seyn kann, dafs die ge* 
fundene Entwicklung wirklich allgemein gültig 
ist, sondern fürchten mufs^ dafs sie nur für die^ 
Fälle gilt» für welche die angenommene Forn^ ge- 
rechtfertigt ist ; dann aber auch weSl in der Re- 
gel jede solche indirekte Methode nur auf grofsen 
Umwegen zum Ziele führt, und hn wesentlichen 
doch wieder mit dem direkten Gange, zusam«, 
menfallen mufs. 

Uebrigens ist in vielen Fällen der Nutzen der 
indirekten Methoden nicht zu verkennen; nur 
glauben wir, dafs so lange, als es möglich ist 
auf einem direkten Wege zum Ziele zu gelangen, 
dieser danQ jedem indirekten immer vorzuziehen 
seyn dürfte, und dafs indirekte Wege nur mit. 
gröfser Vorsicht anzuwenden seyn dürften. ^) 

*) Wenn es blofs darauf ankommt Resultate zu erzielen, er-, 
lanbt sich der Verf. alle We^> auch solche denen er nicht 
traut. Hat er aber die Resultate gefunden^ so betritt er, um 
nnch von den Grenzen ihrer G&ltigleit zu überzeugen, npr ' 
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I. jibtheilung. §.27.28. 55 

$. ü'j. 
^ Man hait also allgemein für jeden Werth von m, 
i. (öCos.x)™=[X.Cos.(±Bmnzr)— Y.Sin. (±'2mp7r)] 
+ /;Z7 , [X. Sin. (±2mn7r) + Y. Cos. (±simmf)], 
wo u sowohl Nnll als auch jede ganze Zahl vor« 
stellt^ und wo X lind Y die Reihen 
S. [m^ Cos.(m— 3ä) x] und S. [m^ .Sin. (m— öa)x} 
öder die Reihen 
C6d.mx + m X . Cos. (iö-9)x + tn 3 . Cos. (tti-4)x4. • . . in inf^ 

und 
Sin. mx^uij. Sin.(m«2)x|m2« 8in.(m-4.) x|«..ininf. 
bedeuten. Und dies nur ist die allgemein* 
gültige Entwicklung von (qCos.x)™ nach Co- 
sinus und 'Sinus der vielfachen Bogen» • 

Ist aber m eine positive ganze Zahl» so er- 
hält man aus dieser allgemeinen Entwicklung 
IL (2Co8,x)n» a= X, weil dann = Y ist. 
§. ö8. 
Untersuchen wir nun, in welchen Fällen die 
hier mit X und mit Y bezeichneten Reihen 
^ S. [m<^ . Cos. (na — aa) x] und S. [m^ . Sin. (m — 2ä) x] 
convergent seyn müssen. 

Wir wissen aber, dais die Summe der Glie- 
der einer unendlichen Reihe nicht immer ein 
endliches Resultat giebt, wenn auch die Glieder 
d^r Reihe beständig abnehmen. So erhalten wir 
z. ß« aus 

~log.(l-x)=:x + ix>+4x5 + ^X^ + ... 

diejenigcD, ai|f die er sich verlassen zu können glaubt. Irren 
ist dann noch immer menschlich. , 
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54 •'• Abthtüung., $. 529. 

fiir x=i 

-log.o=co=i+|-fH-i + fH-..; 
WO die Glieder beständig abnehmen, während 
ihr« Summe unendlich grofs ist. 

Wenn man daher unter einer convergenten 

Reihe nicht blolji diejenige versteht^ deren. Glie-i 

der beständig abnehmen, sondern eine solche in 

welcher die Summe von beliebig und noch . so 

vielen ihrer Glieder jedesmal einen endlichen 

Ausdruck liefert, der nicht in*s unendliche wichst, 

sondern mittelst dessen^ je weiter man fbrtgdity 

immer bestimmtere Grenzen . geUldet werden 

können, welche der Werth der Reihe nicht über« 

steigen kai^n, oder zwischen denen er liegen mnfs, 

so wird die jedesmalige Untersuchung über die 

Convergenz der Reihen in den meisten Fällen eine 

sehr delikate werden; und es scheint daher jeder 

Beitrag, der zur Erleichterung derselben dienen 

kann, beachtungswerth %vl ^eyn. *) 

$.29. , 

Es sei a^uerst die Reihe 

1 — m^ -|-m2''— mj -f-m-^ •••• i'^n 
die aus n + 1 Gliedern besteht , und die auch 

dargestellt werden kann durch 

[(— iKm<»i— n 
i i—y-^ , 
„ , ^ J 

zu Summiren. ^ 



•) Wenn auch der, einer unendlichen Reihe im allgemeinen 
gleiche Ausdruck einen bestimmten Werth hat, so kann die 
Reihe selbst doeh divergent scyn, wie bekannt ist , und wie 
wir (§. i4. IX.) noch besonders erwähnt haben. 
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I 

Nach clem binomischen Lehrsatze für FakuL 
taten hut ihan^ / ' . ' 

(a -f b)nl«' _ pa^^^.bWr-i 

n' ; -^L^jrJ! 

a + b^m 
fo^Iicbf wenn man setzt statt «t ^b» r 
beziehlicK m,— i,-— i 

oder, weil (-i)M-»=: (— i)t>. iW»3r(— r)M)' 
ilit, trenn man ^u gleicher Zeit mit ( — i/^ mul«>s 
tipliziirty 

n L « J «+b=5n 

Es ü|t also die Summe der Reibe - 

• (-iy.(m-iy>»» 

' n, ' _ 
oder auch = (-i)'^.(m-i)n. 

§.30- 
Die Gleichung ($. 2g. C) läfst sich aucji so 
schreiben: 






A + ban 

oder wenn man — m statt m setzt, 
(i-f m) »»^ rm«»»1 
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56 I. jibthdhiHg. §, 31V 

Um IitUst 

r /m , »(ni + i) , m(m + 0(m4-tt) 

ip(m+i)(m+0,.>(m+n— 1) 
fi • 3 • • . • n 
(m+i)(inrHfl)(in^S).,;(m4-n) 

• $. 51. 

Schreibt mftn aber den Binpmiäl*KoefIxcienten 
(m— i)n so, nehmlich 

m-i m-ft m-5 m-4 m-5 in-n. 

^"^ 1 Ä 5 4 5 n 

80 erhellet augenblicklich: 
' i)'rür m = 6 ist solcher ss^ ±i\ 

bddr (m— i)n = +1. 
fi) 80 lange m positiv ist, grpfs ocLerklein^ 80 
vfixä man doch immer n so grofs nehmen 
können« dafs m — n negativ ist. Bei irgend' 
Einern der Faktoren von (P) wird der Ueber- 
gang vom positiven zum negativen statt fin- 
den; und wäre n nicht gröfeer, so hätte offen- 
bar (m— i)n für diesen Werth von n einen 
bestimmten endlichen Werth Q. Für jedes, 
folgende n sind aber alle in (P) folgenden 
negativen Faktoren (absolut genommen) oU 
fenbar kleiner als i (obgleich sie sich der 
Einheit desto mehr nähern i je gröfser n 
wird); folgUch ist tat jedes grofsere n der 
Binomial*Koe£ficient (m<-»i)ii <^Q (vom Zei« 
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dien' überall abgesehen); ajbso *wii:d* der 
Werth von (m— i)n nie uneadfitih, sondern 
es "Wird solcher, immer kleiner nbcht jegröC- 
ser man n niihiat, so lange «nur tti 'positiv- i^t;' 
Also convergirt die Reihe 

ganz geMrifsi so lange m positiv* ist;' wShrend' sie 

tux m ==s Oy der Einheit gleich \irird. '($• 129.) 

._ ' , . . ■ i ■ ■ ■ •■ 

Es iät aber ^ ' . 

1— m, •z+ma.i^^in3.56^ + ...-ininf==(i — x)^ 
und deshalb der Werth der Reihe links^ so lange 
sie convergirt, dem Werthe von (i— z)™ noth* 
webdig gleich ($« 14. IX«) Da sie mm cenver» 
girt ftir zs^i, so langte m positiv bleibt, so 
ist ihr Werth dann a»eh allemal - * »; 

= (lÄ— i)n» d. h. r±= o- 

Ea ist also die Summe von unendlich vielen 
Gliedern der Reihe 1 —m, + ^a — 013 + «»4 . • • r, 
so lange m positiv ist, nothwendig = o. 

Aber dieselbe Summe ist =2=( — i)**(m — i)n, 
wenn man n unendlich grofs nimmt (£. ag.); 
folglich allanal 
(m— x)n = o , wenn m positiv und n s=: 00 • 

$• 53- 
Ffir z s= 1 und m negativ mufs dagegen die Reihe 

1— m,. z+m^^, z^— mj. z^+'-** ^^ '^f* 
nothwendig divergiren ; denn convergirte sie, d. h* 
hätte sie. einen Werth, so mufate ihr Werth zu 
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gleidier SEeit der von^ (i — z)» «eyii# ter .«:=: 1 
und m a^Miir, 

Da abto in diesem Falle (1—*)™ in (1 — ^ 1)™ 
oder QiQ oder 09 übergehe,. 00 kann demAaeli die 
Reibe 

I*^iöi -f"'^a ""'^s "r''*4 "^^-•» • i'^i^*» ■' 
Mckt coiivergir^v sondern sie mufs. diveiqgiren» 
'^ so lange ia. negatiir ist. -r Die Summe von im* 
endlich vielen ihrer Glieder ist alßo dann unend- 
lich grols, also auch dann nach (§. 29«) der Bino* 
miaURoelficient (m — 1\ allemal unendlich grofiii 
wenn m negativ und n =? 00 ist. 

Für den Binomial-Koefficienten (m— *i}ii oder 
pa, wenn man. m-— 1 =?Pt ^l&o m ;?=p+. i setxt, 
haben wir also folgende Resultate ^AhltttttV. 
1) Er ist alliemal s= + 1 , wenn m s= o oder 

'. p = ~i; - . ■ '- 

a) Je gröiser Ti wird ^t desto ' mehr nähert er 
sich der Null, wenn p positiv oder wenn p 
zwischen -^1 und + ^ ü^g^} er nähert 
sich aber desto m^r denl Unendlichen» 'wenn 
m negativ oder p zwischen —1 und'^-*oo 
liegt, jegrofiier n wirdL 

i; Fttir die Convetganz der Read ' 
ir-m, + UH — 0*3 + xn4 — • •> in inf. 
haben wir dagegen erhalten: 

1) Sie convergirt allemali wenn m positiv ; 
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2) Sie äivergiTt alleniftl» weno m nftgatiOk, 

5) Für m = o, ist die Reihe adbefc ss i. 

$.56- ^ • 

Da nun ans v 

1 — m, +m^ — ndj +»13 — ..♦ inittf* 

diese andere 

(R),.. x + m + . ^___-___ 

m(in+i)(m4.fi)(m + 3) ... 

hervorgeht, i^enn man «— m statt m setzt, so 
ist klar, dafs diese letztere divergirt, ifirenn> jene 
convergirt, so wie sie convergirt, wenn jene di- 
vergirt. 

Es cönVergirt also die Reihe R nothwendig,' 

wenn nnr m negativ, übrigens von der NuUiidch 

so wenig verschieden ist. — - Setzt man ihre 

Svimme ==8, s^ hat man 

S — 1 m-f-i (m+i)(m+2) 

•- ^ =2 % -I* -]- ' • 

m 2 &• S« 

' (m+i)(m+g)(m+ 5) , .^, 

2. 3. 4. 

und es convergirt abo auch diese Reihe r^hts, 

die durch (T) bezeichnet seyn mag, allemal, wenn 

m negativ, übrigens von der Null so wenig vor* 

schieden ist, als man nur immer will. Für 

m := o, geht die Reihe (T) über in die bekannte 

t+i + i + |+| + .... (ü) 

.welche bekanntlich divergirt. *— 
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Oividirt ma» fttt der Reihe (T) das n-f-i^« 
GUeä <^±i21';au«h da. n- Glied 5=±^, 
so erhält man zum Quotienten 

.^A . ' _ , 'Äl + Ä 

" . n + 1' 

^ : DiVidirt inan in der Reihe (ü) ebenfalls das 
n+i*« Glied darch das n^«, so erhält man 
n 
n + 1 
U|id da die Reihe. (T) immer convergirt, so lange 
m negativ, übrigens von der Null noch sowenig 
verschieden ist, so scheint jede Reihe nothwen- 
dig bonvergiren zu müssen, in welcher von ir- 
gend einem Gliede ab, der Quotient des n-f-i*-«» 

n 
Gliedes durch das n*« Glied < — r^- ist, wenn 

nr|-i 

die J&eihe auch lauter positive Glieder hat.^) 

/ §• 3> 

Wendet man dies auf die andere Reihe 
(V.) 1 + m, + m^ +«»3 +0314+ •••^ ininf. 
An, so erhält man zum Quotienten des n-|~i^^ 

Gliedes durch das n*«, ° ■ oder — -— ; — \ 

mn n-|-i 

und man sieht also dem (§. 36*) zu folge ^ daOs 

*) Es scheint sonach die Reihe 

* T l r J "r i "f" T I • • • • in inf. 
gleichsam eine Grenze der Convergens zu hildep , wenigstens 
fttr die Rdfacn, die latiter positive t^lieder hahco. 
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L Abth^iung*\ $v $8. $« 

diese Reihe (;V<r)^€^^ iillemil- cf&tt^^kt, so. 
lange m poiitiv: ist; . un^ z^rar^ nicht hlofs diese 
Reihe an: $idb»..4l» ÄU^f*z^:(w<e«P wp^wi^r) lli*- 
mer Glieder mit abwechselnden Zeichen hah^i 
Mrird,; sondern es convergirt auch di^5i3'^e|he 
noch« wenn ma;i;a,lle ihre^^lied6JJposi^ivJr^l^Olf,^ 
sö^lAnge nur m po^tir l)leil^ .; • . . - .„;. 

Ist m negatif und ^ — p (wo also p posi- 
tiv angenommen wird); «ö geht di^HeiKeH^V) 
oder * "" S.^m^] * '' über in 

Sv[(-p)4]=^S.[(-i)«.2^]. 

Sondert man"^ hier alle ungeraden Glieder, und' 
alle geraden von einander ab (dadurch däfs man 
2a und ea+i statt a sehreibt) ,• so erliilt^man 

s.r(-ö«:pfi]=sJi^Vs.r^i!!^l 

und wenn man hier die gleichvielteil Glieder 
vereinigt , • , 

oder 

S.(ma) = S.K-p)al==(i«p).S.r-Äl;'|, 

7*^ . • ; [ alle Glieder positiv sind; «ö 

lange p positiv ist, y Pividirt man. hier das 
n + i«e,Gli^4 .durch ^M »**» «9 <9J5h^t;flian 
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vaA dieser Quotient ist nock immer Ueiiier als 

*ii ■ ' ^ • 

— T— . g 80 lange p ^ 1 , also m ir -- i ist, d. h. 
n -y» i . 

enttreder ni =: ~- 1, oderm zwisciien onnd •— i 

liegt« -^ Für jeden andern positiven Werth von 

p^ Z.B, für ps=s i + x, wird derselbe Quotieüt 

(p-f on— g)(p-f flti~i) _ [x+(gn~i)3(x+gn) 

an. (2n-t-i) an. (sn+i) 

x^4-(4p— i)x+ftn(^ti— i) 

SU. (an-f-i) 

und man kann nun die (positiven) Werthe von x 

suclien, für welche dieser Quotient 

x^+(4n — i)x4"ftn(gn~i) n 

2n. (an-f-i) n-j-i ' 

2n - 

d.Ii. x*+(4n— i)x<; — p- ist, 

und man juberzeugt sich leicht , dafs dieser Be- 
dingung für jeden (noch to grofsen) Werth von n» ' 
durch keinen (positiven) Werth von x , genügt 
werden kann. 

$•89- 
Die Reihe 

1 + mx *f-^2 + ui^ + 104 + • ♦ • • ia inf- 
coBvergirc also an Üeh| und auch noch W^nn man 
alle ihre Glieder positiv nimmt, so lai^em po- 
sitiv ist} sie cOnvergirt noch, (aber nicht mehr, 
wenn mtan alle ihre Glieder posiiiv nimmt), 
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I. jSbtheilimg. ^^ 40. 0^ 

wenn mzwascben^*! iind^-liegn «^ Dagegen 
di\rergirt sie äUetttal^^ wenn m iswisoben «^ i und 
— CO liegen tc^te, ' * '• r 

' /' / ' . $• 40. •- 
'pa nun in obigen Reihen X und Y ' 
oder *S! [1114« Go|i.(m*-^a)x] nnd S . [mrt*Sin.(in-9a)x) 
sp jänge X reel ist» weil dann alle Cosinus und 
Sinus (absolut genommen) ^ 1 sind, alle einzelnen 
Glieder gleich o4er kleiner sind;, als die gleich- 
naxnigen Qlieder in der Keihe 

S.[mJ, 
so werden diese Reihen X und Y» auch wenn 
man alle ihre Glieder positiv ' nimmt , folglich 
um so vielmelir an sich^ noth wendig in allen den 
Fällen convergiren, in welchen die Reihe 

' s.K], 

wenii man ebenfalls ihre Glieder alle positiv 
nimmt, convergirii alsa wenn m eine ganz W 
liebige aber positive Zahl ist« 

. Aninerkung. 
Obgleich übrigens S.[m^ für jeden ,Werth 
von m der zwischen — 1 und — 00 liegt, di- 
vergirt (während sie in diesem Falle abwech- 
selnde Zeichen hat), Bo bliebe doch noch zu un* 
tersüchen übrig, ob nicht vielleicht doch die 
Reihen X und-Y fOr Mnen solchen Werth von 
m und für jgewiste Werthe von x convei^ent 
werden köhnU^n; kinmal weil ihre Glieder klei- 
ner sind (abgesehen vomZeiclw^n) als dtegleich- 
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6^ I. Abtheiiung.:^ §. /^i. 

pMoigm Gliedei; 4er Reihe .S.[mii] und .dann 
. axifl\ weil dje Cpsinii% und Siyiiif pariodiadie Spei- 
chen- Aenderongien bewirken.^ , ; . . 

Aber eben dieser periodischen Zeichen- 
Aenderungen wegen^ besonders aber weil.nnter 
d^n Gliedern, je weiter man fortgeht, immer 
grofsere nnd grofsere und zuletzt unendlich' ^rofse 
sich vorfinden, ter alle >Verthe von x für Welche 
die Reihe noch, bleibt, glauben wir, einer vor- 
l'iuäg darül)'er ai)gestellten Untersuchung zu 
Folge, schliefseh £U dürfei), dafs auch HL und If 
allemal divergiren, wenn ip einen negativen 
Werth, hat, der zwischen — i und — oe liegt. 

$. 4i. 
In allen den Fällen aber^ in welchen^ und Y 
convergiren, kann man von den Werthen von 
(2Cos.x)°^ auf. die Werthe der allgemeinen Eni> 
witklung (§.«7v)- . . . ., ] 

X. Cos. (± smnT) — • Y..S|n:. (±, amjaT). - ; ; 
+ /"~; [X Sin. (+ amn^r) + Y. Cos. (± amnar)] 
mit ^othwendigkeit. und ohne dafs man^ Wi;der- 
spräche zu befürchten hätte, !schliefsen« 

In allen den Fällen, dagf^en^, in welchen die 
Reihen X i|nd Y divergiren, ist Y nie der Null 
gleich, auc|i wenn m.ein^ negative g| an ]^e Zahl^^ 
9eyp sollte, sa.,Iange nioh^t;alle einzelneu Glie- 
der v^sch^windjen. — ^ Penn im Allgemeine!^ ist 
Y nicht identisch =Q (§• iS-^jt y^^ M^ beson- 
derer Werth von Y kaM nicht der Null gleich 

i wer- 
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werden, «o laage'^mciit ai^ses Y ÄviiKlic^'^Sen 
Y^Stth hat} also 'iS^tTkiige Y iiicKt' conVergent i^t» 

Man Erhalt bekatantlich afle W^rtlie . von 
(aCos.x)"» , w^nn maä sCbs.x absolut nimmt 
und den reelen positiven Werth seiner 'in**" Po- 
tenz mit allen Werthen von (-f-i)"» oder (— i)™ 
,jnultit>lizift, je nachdem Cos. x positiv odpr^ae- 
gätiv ist. Setzte man nun statt (-fi)» oder 
**"";("" V?» 4?®-? gleichgeltenden Ausdtwicit» 

Cos.(j^amnT)-tr/Z7.Sin.<±2mn!r) : 
und eo8.[±(2n+i)m;r]+ /Zr.Sin.[+(2n-|-i)ma-], 
und wollte man dann von dem Werthe die»M n 
auf den zugehörigen Werth des n in der Formel 
0'27-)t unabhängig von den Werthen von x 
schliefseh', so mülaten die darauf gegründeten 
Resultate keineswegs nothwendig richtig seyn, 
sondern sie werden in der Regel leicht zube- 
merköiide Widersprüche enthalten. (Vergl $. 14, 
und §. 19.). 



f. i,.. 



' I^mt main die' Gleichung •' ' ^ 

2 /"ZT, . Sin. X = ©xV^ — e -»i^* , / 
sO'h'At' man'"' 

(*/^ • Sin. x)^ Ä= S . [m« . (— 1)«. ^(m:-i«)xv*=rj 
oder , • 

(a/r;-Sin.x)^=rS.f(— i3«imj.Co8.(m-.fiÄ)x] 
+/'^i . S. R— 1)«: m« . Siif . (m— 2«) x] . 

Bezeichnet man diesen Ausdruck rechts durch 

\ ■;;;; ;.■.'.■;, ;,x+vfZT.,Y •. 

dby Google 
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äff 1. Abtheilüng. $. 45. 44, 

so bat maiii dann auch *. 

+ ^^ [.X.Sm.(±aii»ir)+ .Y Jbt(±20m7r)l 
welche Entwicklung ebenfalls ganz allgemein for 
jede« m gilt. , 

§• 45- 
Ist dagegen m eine ganze |^08itive ZaM, so 

geht diese allgemeine Formel des ($• 42.) über in 

m m 

(a Sin.x)" t= (-i) «. S.[(-i)^.m4.Cös.(m-2a)x]=(-i)^. .X 
wenn m ß^no gerade Zahl iüt; dagegen in 

(2 Sin.x)'" = (n) ^. S.[(-i)^ma.Sin.(m-2Ä)?c] =s (-i)^ »Y 
wenn m eine ungerade Zahl ist. 
§. 44.^ 
£ine andere allgemein gültige Entwicklung 
von CßSin.x)**^ würde man auch noch aus (^^.ß?.); 
erhalten» wenn man daselbst |t-^x statt x setzte^ 
weil dann Cos.x in Cos.(J»'— x), d,h. ip 8in«X 
ubeigefat. ' . :s 

Die Leihen X und^ Y, oder 
S . [m^ . Cos, (m — 2a)x] und § . [m4 * Sin^ (w— «ä)»] 
gehen dann, yber iii 

S.[m4.Gds*(m.'2a)(49r*x)3 und 8.[mÄ,Sin.(m-$<i)(4j>r-|:)J^ 
gezeichnet man dies^ ^eih^ji durch 
^X und 2Y» 
so hat man dann 

(a8in.x)^Ä=i«»X(2X+\r;^.Ä . 

oder auch 

(28in-x)n^Ä jX. Cos.(+2mn«')— aY.Sin.f±2mnT) 
+ vrn [tX.Sin.(i+2mn«-)+ aT-Cos.(±2mnir)J 
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L Abthtilung. $• 45. 46« 67 

-welche Eütwickelutig abermah ganz allgemeiti 
göltig ist. 

$♦ 45- 
Man kann oich auch hier augenUKcklicfa über* 
zengeri, dafft ^ Y ss o seyn mufii , 60 oft m eine 
gan^e positive Zahl ist (f • 3.). «-— In diesem Falle 
hat mafa also bloÜs 

tft9itt.x)«ö =Ä jX = S . [m4.Cos.(m— öÄ)(|5r— x)]. 
Setzt mati hier s2p statt m» so dals m eine gerade 
Zahl Mrird^ so hat man 

(2Siri.x)^P =i= S . [(2J))a*Cos. ((p-a)«-*(2p.aÄ)x)J 

= S . [(2p)4.Cos.pÄ'.Cos*a«'.Cos.(2p*aa)x] 
= Cos.p:r.S.[(-i)<*.(öp)a.Cos.(Äp.ßa)xj. 

Eben so hat man 

(2Sin.x)»P+i 

=±S.[(2p|i)a.Cos.((p.Ä)a'.C2p4il2«)x+iT)] ' 
— -lS.[(2p+i)a*Sin.((p-a)3-.(2p + i-2<l>:)) ' / 
= 4* S . [(öp + i)ä • Cos. p« . Cos Air .Sin.(2p+>.20Sx] 
=Ä4.Co8,p:r.8.[(*i)*.(2p+i)ÄiSin.(2p+i.<2(i)3p^^ 
welche Resultate genau dieselben sind, die man 
auch ($«430 für denselben Fall erhalten hau^, 

§. 46, ^lirn 

•Wenn aber die durch X und Ybeseichttetaä 
Keihen, d.h. die Reihen i ms 

Q9ejmx|in[x^;Co9^ (m*-2)x4in2 .Ck»s«(m*4)x4 •«. ittinß^ 

und 
Sm. mxf m t . Sin. (m-2) x^^m 2 • Sin* (m«4)x4. • « • in inf« , 
wie wir ($» 40.) gezeigt haben» fiir jeden reelen 
Werth von x ponvergireni «o lange Mr m eine 

Ea 
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.^8 J. Ahlteilung. §. 46. , 

beliebige aber popitive (rationale ödes jrratipiiaU) 
Zahl gesetzt wird, so baben diese so numerisch 
gedachten Reihen in jedem solchen besondern 
Fall nothwendig einen bestimn^iten Werth, der 
für die erst^re Reihe nach (§. 13.) (nn^ wie dejr 
Fall X == TT , oder überhaupt x == ± (2 n + 1) ^ 
zeigt) nicht nothwendig =(2Co8.x)«, und für 
die zweite nicht nothwendig = p ist, i^ls bleibt 
also doch noch iflimer die Aufgabe ungidöfstv 
den (allemal existirenden) Werth dieser so 
numerisch gedachten Reihen, für jeden positivei^ 
Werth von m, und für jeden beliebigen reelen 
Werth^ vpn x, wirklich zu bestimmen. 
- \Veil diese Aufgabe nicht blofs ein sehr be- 
deutendes praktisches Interesse haben dürfte, 
sondern auch, was Iwrir in diesem Augenblicke vor- 
zügjUch berücksichtigen, durch ihre t^ipsung auf 
die ' Tflieorie ' der Winkelfunktionen', und insbe- 
besöiicferfe auf den hier beachtetet TheÜ derselben, 
dd^jöÄige Licht geworfen werden würde, durch 
weiSlies allein die bis jetzt vielbesprochenen oben 
ängiäiäüteten Schwierigkeiten ganz und völlig' 
aufgeklärt werden dürften, so ist zu Ende dieser 
Itena^ \ versufcht Tworden , . wie / solche dem Aijp ^ 
schein nach einen" etwas feinen Kalkül erfor-^ 
dtohde Aufgaben zu behand6ln&eyn dürften, %m^ 
erfreuliche Resultate zu erhalten. 
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Zweite Abtheilung. 

üeber die allgemeine Entwicklung der 

Sinus und Cosinus der vielfachen Bogen, 

nach Potenzen von Sinus und Cosinus 

der einfachen. 



ifjlan hat 

i) (Co8.x-f- /"ZT . Sin. x)» =Co8.mx+/Z:T . Sin.mx 

2) (C05.X — /^ZT. Sin. x)» = Cos.mx — V^ . Sin.mx. 

Addirt mian daher oder subtrahirt man , so 
kommt 

3) öCo8.mx=(Co8.x+/:7.Sin.x)»ö +(Cös,x./:T.Sin.x)"* 

4) 2|rZI . Sin. mx =Sx(Cos. x -f- y^ZI. Sin. x)"» 

— (Cos. x — /ZT . Sin. x)™. 
Nun ist aber nach dem binomischen Lehrsatze 

5) (Co8.x+^Z7.Sin.x)™ 

= S.[m<^.(Cos.x)"a-«.(/n)«.(Sin.x)Ä], 

odelr wenn man die ungeraden Glieder, und die 
geraden zusammennimmt (dadurch, da£s man erst" 
sa, dann 2a-|*i statt a schreibt): 

6) (Cos.x + |ri:T..Sinx)«n 

= S . [maa. (— i)Ä. (Cos. x)«»-«*.(Sin.x)«<*] 
• + /=! .8. [ma^4,. ^., )<». (Cos.x)^'^^'K (Sin.x)^*^']. 
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7a - //. jibthdJung. §• 40* 

Ebte 8o erhält ma» «uoli 

7) (Cm,x— /r:i.Siii.x)n> 

Also wenn man die beiden letzten Gleiolnui» 
gen addift oder su^rahir^: 

8) Co8.nix»S.[maii,(-i>.(Co8,x)«-^.Sin.x8^] 
und 

9) Sin.mx=S.[maa+i.(*i>».(Cos.x)«-a<>'».(Sin.x)a<Hi] 
oder auch 

10) Co»,mx = (Co8.x)«».8.[ina«-(-i>»-(tg-x><^] 

11) 8in.nix = (Co8,x)a.S.[m2a+u(-0^(tg.x)^<^**]- 
Und weil diese Entwicklangen bloüi aus d^nji 

binomischen Lehrsatze gefolgert sind, der fiir 
-jedes m gleichmiUS^ig statt findet, $0 dürfte main 
apiohe Entwicklungen na^h d^m Beispiele L% 
grange*s und seiner ^Nachfolger für ^Ugemein* 
gültig halten, wenn nicht zu berücksichtigen 
w8re, was ($. 14.) in Bezug auf das Arbeiten mit 
allgemeinen Potenzen bemerkt worden i&t^ 

§♦ 48- 
Dafs die im ($. 47.) dargestellten Ei^twick« 
lungen nicht allgemein gültig sind, erhellet S07 
gleich, wenn in ihnen ^t^M^+v statt, x gesetzt 
wird., Dqnn dann bleibeu die Reihen rechts ge? 
nau dieaelfaen, während Ck>8«mx und Sin.nix über* 
gehen in Cos.(+afKr+aQ)m und Sin.(j:2|üür+x)m, 
so dafs man dann allgemein hätte 

Cos.mx :s= Cos« m • (i: 2 fAT+ x) 
Sin. mx 5= Sin, m. (+ ÄfÄ»" + x). 
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W0lch«i. inzivischen oflEaiibar mu^ danlQ fär jeden 
Werth von x gilt, wenn m eine gattte Zahl ist. 

$. 49- 

Nach den Principien ($. i^.) ist es AtM^h nicht 
schwer die Ursache davon tu etlcMn^. Es sind 
nehmlich die Gleichangen (i, 2.) und also auch 
{3.u.4^) (^47.) nur unter der Yor^ussettung gül- 
tigy dals die Potenzen 

(Co8.x + /^.Sin,x)n» ^und (Cos.x— /TT.Sin.x)« 
einen bestimmten ihrer Werthe vöritelietty wo» 
für nachher nicht jeder beliebige andere der- 
selben Werthe gesetzt werden darf. Die Ent* 
Wicklungen in (6« u« 7. $. 47.) geben tfb^r rechts 
auch jedesmal nnr einen einzigm dw Wettfae der 
Potenzen links an. Indem man nun die^ letz- 
teren Werthe statt der allgemeinen Potenzen in 
(3. u. 4, $. 47«) substituirte, Üat man vieUetcbt 
gerade andere Werthe für die Potenzen gesetzt, 
als die sie dort repräsentiren. Der ($. 48*} nach* 
gewiesene Erfolg macht aber diese Vermüthung 
zur Gewi£sheit« 

%. 60. 

Wili man didier wirklich äIfgemeingfilUge 
Resultate haben, ^o mufs man dier Gleichungen 
(§• 47^. 6»a. 7*) dadurch rechte v^rvöUtläKidigto, 
da(s man die dortigen Reihen noeh mit i™ , oder , 
die erste mit 

Cos*(+;2mn») + ^III.Sin,(+2mn^), 
die andere dagegen mit 

Co8.(i:2mv^) *-/i:;.Sin.(+3mv'7r) 
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7» . Il.Jlbeheilung. .§.50. 

riml^plicii^, aamit, inäem n nnd' 1 noch will- 
kübylufh Null oder irgend eine ganze Zahl 
vorstellen, wenigstens der jedesqialige wahre 
Werth der Potenzen in den Gleichungen (g. u. 4, 
$. 47.) noch genommen werden könne. Bezeich- 
net man. nachher die Reihen. 

S. [ma«.(--i)«».'(Cos.x)«-a«.(Sin.x^ 
nnd S , [ma«4.i , (— i)*. (Cos. x)««»-«-« . (Sin.x)»«4»], 
oder (Co8.x)>».8.[m8«(-i)«.(tg.x)««] 
und (Cos. x)« . S . [ma^,(_ j)a . (tg. x)»«!'] 
durch P -tina durch 9, 
so erhalt man: 
flCo». mx = [(Cos. (lamnjr) + Cos. (+2mv5r)) 

+ /^(Sin.(+2mmr)+Sin.(+2mv3r))] X P 
+ y^ X [(Co8.(+2miiT) — Co8.(+ amvjr)) 

+ /^ (Sin. (+2mnT) — Sin. (+2my'jr))] X Q 
«/^.Sin.mx= [(Co8.(+2mnw) — Co8.(+amva')) 

+ /'^(Sin.(±2mnT)— .Sin.(+2mv5r))3 XP 
+ V^ X [(Coa. (+ fimnor) + Cos. (+fimvT)) 

+ /"^(Sin.(+2mna-) + Sin.(+2mv3r))] X Q 
oder ' , , 

/ y 

la) fl Co8.mx=(Co8. (±amnjr)+ Co8.(+2mv«)) X P 

— (Sin.(+2mnT)— 'Sin.(+2mvä'))XQ 

' + /^ [(Si*.(±2mn'ar) + Sin. <+2mra')) X P 

+ (Cos.(+2mn»')— Co8.(+2mv5r)) XQ] 

13) 2 Sin.mx== (Co8.(+2mn3-) + Cos.(+2mn'7r)) X Q 

+ (Sin. (+2mn5r) + Sin. (+2mv3-)) X P 

+ /Z7 t(Sin. (+2mnT) + Sin.(+2mvjr)) X Q 

-- (Cos. (iamnjr) — Cos. (+ 2mvir)) X P]- 
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IL Abiheilung. §. 5i. - 75 

" Dies nun sind die allgemein gültigen' Etit* 
wickluifgen, welche, wie man sieht> für m eine 
ganze Zahl in 

2Cös.mx=P und 2Sin.mx=:;Q * 

übergehen, wie solche (J. 47.) gefunden worden 
s|nd. Die Entwicklungen des ($• 47*) gelten also 
nur, wenn m eine ganze Zahl ist ; und für einen 
negativen ganzen Werth von m , wiederum nicht 
mehr als allgemeine Identitäten^ sondern nur 
als Werth- Identitäten, und also nur unter der 
Voraussetztmg dafs die vorkommenden Keihen 
convergent sind. (§. 14..). 

» $. äi. * 
In den Entwicklungen (is. u. 13. $• 50.) be* 
deuten n und v Null oder irgend eine absolute 
ganze 2iahl, welche für jeden besonderxi Fall, in 
welchem die Reihen convergiren, so dals nach 
ihren Werthen gefragt werden kann, noch be» 
sonders bestimmt werden müssen. Wir haben 
aber bereits früher gesehen, dafs man die Ab» 
hängigkeit der n undv von einander im Allge« 
meinen, Unabhängig von den Werthen 
von X, nicht bestimmen könne, weil, so wie von 
besondem Werthbestimmungeu die Hede ist, die 
allgemeine Identität. aufhört, und dann alles 
das in seine Rechte treten muls , was über die 
besondem Wer th- Identitäten aus den Principien 
des Kalküls hervorgeht» Diese lehren aber, dafs 
P, Q, n, und V, alsa auch x, n imd v in einer 



Digitized 



by Google 



74 ILAhhcUunQ, f 5«. 

pgeiMitigm, durch die Gle1<al^ngell<iß. und 1,5. 
§•50») selbst bedingten Abhängigkeit stehen. 

Von diesem letsteni kann man sich für den 
gegcnwänigen Fall' auch noch a posteriori über- 
zepgen. Setzt man nehmlidi in dejo Formeln 
(ifl. nnd 15. 5. 50.) 2jur+x statt x, so bleiben 
P und Q und überhaupt die Ausdrücke rechts 
unverändert, veährend 2Co9.mx und 2Sin.mx zur 
Linken in 

2 Cos. (fijüwr + x)m i^nd s Sin. (afjfft + x) m 
oder in 2Cos.S|xm9r«Co$.mx — 2Sin,2|ütm'3r.Sin,mx 
n^ad s Sin. QfimTT • Cos. mx -f* s Cos. d /xm;r . Sin. mx 
übergehen* Multiplizirt man ni^n die so ent- 
stehenden neuen (rleichun^en beziehlich mit 
Cos. 2jXilisr und mit Sin. 2jumor^ und addirt oder 
subtrahirt man hetnach die Resultate, so erhält 
man links abermals s Cos. mx und 2 Sin.mxt rechts 
aber» nach gehöriger Heduction , dieselben Aus- 
drücke wie ($• 50. 12. u. i|.) nur mit dam Un- 
terschiede, dais n in u+p^ der Buchstabe v da^ 
gegen in v^jx übergegangen ist, so^dais also die 
Abhängigksttt des n ron dem v, durch dieses (a 
selbst geändert, und der Unterschied n^-^v um 
d/i grofser oder kleiner geworden ist; woraus 
zugleich das Gesetz dieser veränderlichen Ab^ 
liängigkeit leicht abzuleiten seyn dürfte. 
§•50. 
Statt der Gleichtmgen (3. u. 4.4 §. 4.7.) kann man 
auch diese setzen 

14) & Gäs«mx ÄdTZT^Sin^x + Cos. x)"» 

+ (— /"ZT . Sin. X 4- Cos, x)« 
I 
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Man hat ffaer iMUfb dem binoixu9<flien Lichmtse 
16) (»rzr.Sin.x+C«M.x)« 

= (/ZT . Sin-xy» . S . [m» . (-/TT)«. (Catg.»)*l 
und 

»7) (— v^=:7.Sai.x:+.Co«.i^"» 

:=(-,V^.Sm.x)'».8.[in«.(/r7KCols.x)«> 
nnd wenn man in (16. n. 17.) die ungeraden und 
die geradep, Glieder al»ondert (dadurch, dafo man 
«rst 2A, dann s,a-f*i >tatt a schreibt), so er- 
hält man: 

18) (/ZT.SiB.x + Cos.x)« 

=(/r:r.Sin. x)«. (S. [ma«(— i,)«.(Cotg.x)»«] 
— /n. S . [ma44, •(—!)*• (Co«g- »?*^*]) 

19) (— /^ • Sin. x + Cos. x)« 

=(-ir::i. 8ii».x)F».($. [ma«.(-^)«. (Cotg.x)»*] 
+ V^^ . S .[ma44,. (— i)*.(Cotg^)>«+«]) , 
Dies in (14. u. 15.) substituirt: 
ao) ßGo8.iftx=B=(Sin.x)«».[((»r::i)«+(-/ri)'»).,P 

aO e/n.Siamx=ä=:(Sin.x)«». [((v^^-C-V^")..? 

wenn durch jF und jQ beseichnet sind die 
Reihen 

S.[m,<,(— i)*.(Co1g.x>»«] 
und S. [m,44.t.(— 1)« • (Cotg.x)»«*.!], 

wo femer (Sin.x)™ einen beliebigen ihrer Wer- 
the bedenteft, wenn man endlich in jedem beapn- 
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76 IL Abtheilung. §.55. 

dem Falle für die beiden JPotetizen (/lT^)» und 
( — \niO°* die jedesmal gehörigei^ ihrer Werthe 
^et£t; die jedoch voö den Werthen von x selbst 
nach einem bestimmten Gesetze abhängig «^yn 
' werden. 

Nimmt man statt m eine positive ganze Zahl, 
so gehen aus diesen allgemeinen Ent^rickelungen 
bekannte trigonometrische Relationen hervor« 

§• 53. 
Xa grange*) stellt aufser den Entwicklun- 
gen ($. 47« 8« u. g.) auch noch folgende auf: 

I. a Cos. mx 5= (a Cos. x)» — m . (a Cos* x)*»» 

m{m — ^3) 
+ — -— r (aCos.x)«»-* — etc. etc. 
2 

-H2 Cos. x)-™ + m (2 Cos. x)-m-a 

m(m-{-3) ^ 

+ CaCos.x)-"!-^ — etc. etc. 

2 

II. 2 Sin. mx =^[(2 Cos. x)™-* .(m-2) (2 Cos. x)°^-5 

(m-8)(m-4) ^ ^ 
•|- .^ (2 Cos. x)«-5 -etc.] . Sm. x 

— [(2 Co8.x)-n^-» + (m + 2) (a Cos, 3)-«»-5 

(m^3)(m44 ) ' 

^ ^ C2Cos.x)-«?-5.etc.J..Sm.x. 

2 

HL C08.mx=[i- (Cosx)»+ — ^ % Co8>x)* 

2 fl . 3 . 4 

~ — (Cos.x)'' + eicJ.Cos. — 

2. 3.4. 5-6 ^ ^ ^2 



*) L^ns sur le Calcul des foncüons. L^on XI. 

itzedbyGpOgle 
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H ^ ^^ — (Cos. x)^- eitel. S111.-4- 

' '- - 2-3.4.5 '' ■ * '• ^-^^^?^^ ■■■■''••« , 

,,: (Cos.x)3 -|-^^^.;^ Sip.x.Cos. — - 

2 ' 2.3.4 

, ^;\ .-. * .^ ,;-. ,<SCas*x)>'^Tr,*.}j^inx.S»iA-* 

V. Sin; ni3^s= Cas;iE |ii» ^3in. x ^^ ff o ■ ■ k j?^, ■ (Siii.x) ^ 



.2 - 3, 



;.;:;| 



■,:.) :L..- Ir- '.. . .^'rP^-^u.^ '..i P.-D :V..;, .,"' 

Vlil. Sin. mac =* m , Sin. x ^ — I^^ (Sin.»)« ■ 

-f. ( 3iÄ.x)* — . . . 
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78 iL Abthiilung, f , 54. 

Obgl^clr ab« La grange diase 11^ Verla- 
suiig blofii dem Bestreben gewidmet hat, die all- 
gemeine; Gültigkeit derlner stehenden Entyncke- 
liingen aa&er Zweiifel xa ;Betzett, so scheint er 
doch seitfen-ZIraekiver fehlt zu haben. Denti setzt 
man iA äCm . $esen Entwickehingen +2|iitT-)-x 
atatt Xf so bleiben die Aosdrficke rechts unver* 
ändert, üxld^ es^ müfste dann auch allgiemein 

~ Cos*nnrsc:Co8.(+fi/x;r+x)m 
iiftd Sxff;mx==5in.'(±4iü^-f-3c)m • 

seyn, welches offenbar nicht der Fall ist, obgleich 
soklwa^ «^m^i^ gilt, weiln ih eine ganze Zahl. 

§• 64. 
Belplgt-BM^ ^ie (^. 14.) aBgedenteten Princl^ 
pien des I^alkuls qiit 4^r gehörigen Konsequenz, 
sp^ wird maii'flKich leicht, den Gang der Entwicke* 
lungen des La ^rang*e verfolgend, überall die 
Stelle nachwejsefa können, wo s^ine Schlüssovaiif* 
hören, allgemeine Gültigkeit zu haben. -— Nach 
denselben Princfipien Ickte'^aii nachher auch 
die Wirklich allgemein «^gültigen Entwickelungen 
durchzuführen versuchen, w^ Ferner lassen sich 
in Bezug auf diese ^tiN:lJeic^ungefi , weii^ man 
in das Besondere^^ eingeh^'^.ifehr interessante tin* 
tersuchu^i^fi^anstellei^ llfelchcr aut Summationen 
unendlich vieler numerischer Reihen hinaualau* 
fen^,für jwdicEa man^ diesfjc^ Bew«ism des !^ii 
grange zu Folge, ganz andere Werthe bekom- 
men wfirde^ als sie w dea^ Ttiat h&ben« Da wir 
fedodb in der 4^^ AJ^eüittig dieser Bogen^ wie 



Digitized 



by Google 



IL Ahthmlung. $• 54« 79 

diese Untersuchniigen" angestellt werStti cTiirften, 
an einem Falle nachzuweisen bemüht sind, so 
verspäten wir, mehr Details aber dierorliegenden 
Entwickelmigen noch mitKütheilfent za einer an« 
dern Gelegenheit. 
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Dritte' Abtlienuiig.^ 
Sumination einiger aUgemeinen.AeiheB. 



§. 55. 



xW ir legen uns die Än/gabe vot, die Reihen 
Cos. Cos. - z» , Cos., , ^ sam. 

Sin."'*+Sin.("+?)'*'T + Sin.^'^^"*P>*' V 
, Cos. . , z^m 

+ si^^ (n+3p)a--r +•••• in int 

zu summiten, welche Reihen man auch aus- 
drücken kann durch 

Coa^B+ap)a.— 7- undS J Sin,(n4(^p>.~p } 

und wo n^ p, «&, z und m beliebige reele oder 
imaginäre, also ganz allgemeine Ausdrücke be- 
deuten. ' 

« 

§• 56. 
Wir bemerken zunächst, dafs diese anderen 
Reihen 

$. rCo8.(tt+aa).^ I undS . rSin.(n+Äa),-^l 

in obige allgemeine übergehen, wenn man na 
statt n, pa rtatt a und z^ statt z setzt« Wir 

wol- 
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^ Ilh Abthdlung. $.57. Tji 

^ i?70llen daher lieber diese letzten ein&chem Ret* 
Iieii snnmuren. 

$• 57- 
Weil aber 

fi Cos. X =e*V^ 4- e*^!'^^ 
und 8/r::7.Siii.x = e»V^ — e-**V^ 

ist, und man diese beiden Formeln vereint auch 
so schreiben kann 

£.Gos. ^— . . 

X = e« V--X + e-x V^ ^ 

so erhält man, dies anwendend, sogleich ; 

► / flCos. xÄ\ 

S. I ^ -. (n+Äa).-r) 

Vö/^i.Sin. ^ ^ a'/ 

gse^\^s /(e«V^,z)^V e-"V^-^^ 

= enV^.c(e«V^.x) ±e-«y^. eCe-^^V^.Ot 

weil bekanntlich S.r--7j =:e< ist. 

Es ist aber 

e±«V^ s= Cos.a+/t::7,Sin,a, 
folglich, wenn man dies substituirt^ 

_, 2 CoS% 

a-e»Cw.«x ^_ ^. (n + rSin.«). 
a/^— ».Sin. 



F ■ ' 
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88 /• Abtheilung. $. 58* 

Oder 

1) S. rCos.<n+aa).^^ = e«-C<».« . Co8:(n+ z . Sm.a) 

welcheB die rcrlaAgtett Sammeii wbA. 

V..} '. . 5* 56- 

Setzt man hier statt n, a, e 



bezielilich no^ pa, z^ 
so erhält man 

3) S. f Cb». (n+Äf))«. — p ) 

— : e *" Cos. p« ^ Co%. (m + z» . Sin. pa) 

(Z«mN 
Sin,(n+ap)tt.— 7--^ 

=:^e «»•Cos.pa ^sin. (na +z« • Sin. pa). 
/ ipjid für p tis -^ t tmd m ?= 1 , 

5^gJ Co>.(Ä^Ä)a.-r } ?= e*-^^*:'* x Cos. (na-z.Siöua) 

6) S. ^Sin.(n.a)a.^ J = ä«» Cos.« ^ gln. (n^-jj^ SinJä). 

Diese letztem beiden Formeln hat Herr 
Tr alles (Abhandl. d.- Berl. Akad. 1820. 210) mit 
Hülfe einer n&ch^n DiiFerentiation aus einer be* 
sondern Form, für ^ ein ganzes positives n, u^d 
hernach durch eine nfache Integration anch nir 
ein ganzes negatives n erwiesen; hier sind sie 
nnr besondere Fälle weit allgem^erer Reihen 
und für jedes (reele oder, imaginäre) n gültig. 
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in. Abtheilung. $. 59. 60. .55 

$. 69. ' ' 

Für n r= o ,ei^ebt sich ans (f. 57. i. u. a.) 

7) S. ^Co8.((»a).l- 1 s= e«- Co*- • X Cos. (z. Sin. a) 

Ö3 S. f Sin. (Aft).^ J -re^&M.« x Sin. (z. Sin.a). 
Und wenn man hier — z statt z setzt; 

9) S. y^(-»)*:Co8.(«a).^\=e-«Co..«^Cos.(z.Sin.a), 

10) S. (^(— i)«+x.Sin. («a). ^!) 

. " =e-«Co..a;jSin.(z.Sin.a), 
woaorch aieselben Reihen mit abwechselnden 

. 2^dben summirr sind. 

,-\ 

€• 60. 
Addirt und subtrahirt man aber die Glei- 
chungen (7. und g.), weil im ersten Falle die 
ungeraden, im andern dagegen die geraden Fo» 
tenzen von z wegfallen, so findet sich: 

Cos^i(i2aot). — — / 1 ^ 

^2. Co«, fi JL j|-*«, Co«. • 

SS Cos. (z. Sin.a); -■- > ~ m ^., 

.2 

K / Z2«+* X 

12) S. ( Cos.(«t+ 1)^. 7-^r-7 ) 
\ (2a+i) ./ 

' ^s. Co«. O . Q- 2 Co«. « 

= Go8. (z.8in«a)e — ^— « 

Geschieht dasselbe mit den Gleichungen 
(8* und 10.) y so hat man noch: 

F a 
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84. JII. Abtheilung. §. 6i» 



,5^S.(sin.(a<»a).^j 



0Z. Cos. « .«. e — «»Coj. « 

= Sin. (z. Sin. a) . 

2 

i4)S.(^Sin.(aa+i)a.^^^3^J 

qZ. Cos. a Jp, g — «• Cos. a 

= Sin. (z. Sin. a) . ; -. 

f 61. ^ 

Wird in den Gleichungen (ii — 14.) %.'/'— x 
stott * gesetzt, und bemerkt man dabei, dafs 

^ ■ ~ = Cos. x; — =Sm.x 

„nd £±r^=qos.Cx/-Zr);^ = 5in.(-x>^ri) 

ist, so erhält man, wenn in 12. u. 14. noch durch 
V^ diridixt wird: . 



I5)S.U— i)*rCos-(2«a) — —^ 



=== Cos. («. C06. a) . — ^ 



2 



16) S .^(— 1)<^. Co«.(ßa+i>- (^^q-jy y 



gs. Sin.« -U'e — *-S^''< 

SÄ Sin.(z. Cos.a) . -j — 



i7)5.Q(-l)*.Sin.<«««).— ,^ 

^«p>2. Sin.» «^ 0Z« Sin.« 

ss=Sin.(z.Go8.a)» — — 
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IIL Abtheilung. §, 6a. 65* §5 

(-0^.Sin.(2a+i)a. ^-^— ^ 

= Cos. (z, Cos. a) . i^ — -^ . 

*^' Addirt oder subtrahirt man hier wieder die 
Gleichungen (15I nnd iSO» desgleichen (i6, und ^ 
17.), so erhält man neue Reihen^ die wiederum 
alle Poteneen von x enthalten, deren Koefficien» 
ten aber abwechselnd Sinus und Cpsinus sind, 
und für welche sich beziehlich die Summen 
ergeben / 

19) (i5>+(i8) = e«- Sin. a^ Cos. (z. Cos. et) 
ßo) (i^) — (18) = e-'-Si«« X Cos. (z. Cos.a) 
21) (16) — (17) == e«Sm« X Sin. (z. Cos.a) 
m) (16) + (17) = e— »Sina« ^ Sin. (z.Cos. a). 
$. 62. 

Multiplizirt man die Gleichungen (7. und 80 
beziehlich mit Cos. n und Sin. n, und addirt man 
die Resultate, so erhält man wiederum die all- 
gemeine Formel (i.). — Desgleichen erhält man 
die allgemeine Formel (a«), wenn die Gleichungen 
(7. und 8«) beziehlich mit Sin. n. und Cos. n mul* 
tiplizirt und die Resultate dann addirt werden. 

Man konnte also auch blols die, Reihen (7. und 
80 unmittelbar summiren, und dann auf dem 
so eben bezeichneten Wege erst die allgemeinen 
Resultate (i — 4.) ableiten. 
S. 63. 

Für a = o erhält man aus den Gleichungen 
(15 — i60 auch noch 
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86 lU. Äbthdlung, §. ^4. 

Wird , in der Gleichung (7.) a = o gesetzt, - 
so erhält xnan die bekannte Gleidiung wieder» 
die vir oben bei der Sommation angewandt 
haben, nehmlich 



<i)- 



Wir enthalten una übrigens der Anfzahlnng 
fernerer besonderer Zusammensetznngen, die sich 
leicht noch bilden, da es uns hier vorzüglich 
um die Au&tellung der Methode zu thun war» 
dutch welche man zu den allgemeinen Resul- 
taten (i. und fi.) und zu noch weit allgemeinem 
gelangen kann, die wir in der 4.^^ Abtheilung 
andeuten wollen. 

§. 64. 

Sollte die Reihe 

S.([Cos.(aa)]'^.J) 

summirt werden, so erhielte man auf demselben, 
hier betretenen Wege, weil 

[2Cos.(aa)]'» = (e^V^* + e-^V^ 
und dieses wieder, nach dem binomischen Liehrsatze 

=S. ("ni, . (e««V^»f ~^(e-Äfr=^)^y 
=S. ^iu,.(c(«-^^)«V^/) ist. 
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JH. JiKhähing, §. 65. . «7 

»•»,'8. (^[C<w.(«a)]«.^) , 

in «o ferne man S . f — ;• j,= e* hat. 

^ Da aber , ' 

^a.at)wY^ -ES Cos. (n-ab) « + ViZr . Sin. (n-&b)<(, 
so 'erhält man, -«renn man dies substitoirt: 

2".S.Qcos.(««)]».^) 

=s£ S . [nb.e«Co«.(n-ai»)«,e«V^-8«».(»-»*)"] 

nnd weil e»-/^ •«*«»• (n-al»)» 
= Cos.[« . Sin.(n-2b)a] + V ZI . Sin.[a.Sin.(tt-ab)a], 

wiederum 

«5) ft».8.([Co6.(«o)l».^^ ' 

■ = S . [n(, . e« • Cos. (n-ab)« ^ Cos. (z . Sin. (n.fib)a)] 
+ y ZT . S . [nt> . e» • C«». (n-ab)« X Sin. (z. Sin,(ii-Bb)a)] 
für jeden Werth von n. 

Dasselbe Resultat erhielte man auch» wenn 
man die Entwickelnng (§. 24.) zn Hülfe nimmt, 
nach welcher man hat 

2» . [Cos. («Ut)> Ä S . [nj, . Cos. (n.2b)«a] 

+ yZTi . S . [n> . Sin. (n-abMaJ. 



\ 
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ß^ . JJi,Jbtheibmg, '§.€6. 

Gebnnoht man dies, so hat TOßn . 

folglich, nach äea Gleichungen (§.7.0.0.), wenn 
man sutt «, setzt (n— flb)a, dasselbe Resultot 
"^ie ($. 64. n. 85.). 

f. 66. 
Für n eine positive ganze Zahl, folgt so« 
gleich aus (f 64. xu $. 6^.); 

r=S.[nt.e«Co»<«»-«*)« X Go8.(z.8in.(ta.«ba))] 
fl7) o =8. [nfc.e«Co»-Ka»)»X Sin.(z.Sin.{n.2b)a)] 
wo die Ausdrucke rechts endliche Reihen sind, 
deren Gliederzahl n-f- 1 ist. 

Wir enthalt«} uns ffir jetzt der weitem 
Ansfährung, die leicht ist, und.eilai zurfolgdn* 
den 4ten Abtheilung. 

Anmerkung. 
-Setzt man 

i)^(z) = 8.^008^0«).—) 

B);Kz) = S.(sin.(<itt).^^ 

so erhalt man leicht, durdi Differentiation: 

d.<Pz 
3) -T^ == Cos.a . ^(z) — Sin. « . ^z) 
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IlL Abtheilung. Anm^rk. 89 

diAm ^ ^. "' **' 

4) -~ »Sm.a.(P(z)+ Cos.a. \K»). 

dz .; 

Und ^enn man noch ei&mal nach % diflFe- 
reptiirtr 

dz^ dz dz 

dx* dz dz 

Hieraus durch Eliminatioii: 
. d»(P(x) ^ d.(P(z) . . ^ ^ 

Um nun die erste dieser Gkichangen (7.) zu 
tntegriren setze man, da sie lihearisch ist, 

^z>=en«aIso-~— = m,tf!»*S— T^^=m*-2e» 
dz dz* 

und die Gleichung (7.) giebt dann 

9) m^-*-8C!os.a. m + t =0 oder 

10) m'tes Cos. a + /tZT^ Sin.a; 
folglich die Integralgleichung 

1 1) ^z== A .e«*(Coa.«+\rZT.Siii.a)^B,e*(Cofc«--VT:;;i;Sin.«) 

Aber nach (8) eben so 

wo nur noch die Constanten zu bestimmen sind* 

Weil aber (P(z) und \|;(z) für z =s o in 1 und o 
fibergehen, so hat man aus (ü und la) 
i3)i=:A+B, i4)os5=C + D. 

Für z SSO wird aber nach (3« u. 4.): 
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^vi Ill.JbOieüung. Anmerk. 

~— SÄ Cos. a, — ^ = Sm.a 
\ dz ds6 

folglich, wenm man die'61eicha]igtpi(ii und is.) 

nach z düFerentiirt und dann z = o setzt , and 

die rorli^endeu Gleichungen benutzt 

15) o ?= A— B und 16) 1 ={C — D)v^Z;. 

Also, Mrenn man (13 — x6.) verbindet 

A=B=:|undC=s— ^_,D — ^ _JL_, 

Dadurch gehep aber die Gleichungen (1 1 u. 1 2.) 
über in 

17) S»rCo8.(<to).^'\ 

e» . Sin. o V^ J« 0— « . Sin» • V".^ 
sse'*^<>^*«X — *^ 

18) S;Qsin.(«a),-rY 

e&. Sin. o V--« — - C^ X .Sin. a V^ 
s-seg.Cos,ay 

\ ' 80 d^fs man auf diesan Wege dieselben Hesul- 
täte erhalt, als auf dem vorhergehenden. 

Da diese letztere Methode selten die Vor- 
züge hat, die man ihr zuweilen beizulegen scheint, 
so ist sokhe hia: nur im Vorbeigehen berührt 
worden. 
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Vierte Abtheilung. 

Noch eine Sümmation sowohl allgemei- 
ner als anch nnmerischer Reihen» 



§. 67. 

VV ^^ haben in der vorhergehenden Abtheilung 
Reihen summirt, von der Form 

Cos.a Cos.üa Cos. 5a 
1 i : + ; — H --} 1- • ••. in int 

123 

Sin,tt . Sin.2a , Sin-sa , . . ^^ 

1 7- + — ; h •••. m inf. 

12 3 

deren einzelne Glieder noch mit den Potenzen 
vpn z multiplizirt seyn konnten» — • Nehmen 
wir nun statt der Fotenzen» dieFaknltiten vonz 
mit der Differenz — !• 

Es seyen also zu summiren die Reihen 

Cos.oa.— 7— I undS. I Siti.aa ; — 1 

die wir der Kürze wegen kuch durch P and Q 



bezeichne woUen. 
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9» 11^. , Abtheilung, i, ßQ. 



$. 68. 
Man erhäjt sogleich nach der in der vorher- 
gehenden Abtheilang gebrauchten Methode, weil 
;2Cos. 
ö/^.Sim 



X = e»"/^ + e~*V^ ist, I 



±S. |e--*-V^.Z__ . 
Nun ist aber nach dem binomischen Lehrsatze 

= S. — j— e±«»«\^^l 

folgUäh 

_ (i + e«V^)« + (i + e-'''\r=i)z 
und 

r ««i-n ' 

2) S. Sin.(«a). — — 

Weil aber atich 

e±« V^ ä: Cos. a + /"Z^ . Sin. a ist, 

so giebt dies noch 

Co8.(aa)--— r-J 

[(i+Co8.a)+/'r;,Sin.a]»4{(i+Cos,a)-/'~,Sin.a]* 
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Sia.(aa).-^J 



IV. ^btl^eilung^ $. 6g» 95 



[(i4Cos,a)f/^^Sig. a3'-^[(i4Cos>a>'/I7*8i D^ft]« 

welche Gleichungen für jedes z gelten müssen* 
$• 69. 
Es ist aber 

1 -f- Cos. a s= 2 Cos. Ja . Co;Bb 4 ^ « . 

Stn.a=:2Cos.7a«Sui.|;a ^ 

^ und zu gleicher Zeit . . 

(Cp8.Ja+vr:ii.Sin.Ja)'r , 

= Cos.(+2n7r + i a) z + /^HT . Sin.(+ i?n;r tJ- ia)?t 
Mithin gehen die Gleichungen (3. und 4.) 
über in . ^ 

Cos.(aa), j—\ = (2 Cos. Ja/ 

• j r Cos.(+2nÄ'+|a>+/-i.Sin.(+3nT+|a)z^ 
^ (+Cos.(+ai/;r+Ja)z — i/^ir.Sin.|,+2V3T+|a)z ) 

Sin.(aa). — 7^ == (2Cos.Jä)*ä 

1 c Cos.(i2n2r+Ja)z+/:7.Sijq;.(j;ftn;f+|a)z) 
ß/ZIc — Co8.(+2W^4a>+/^.$«.<+;aw+ Ja)5^^ 
wo (Qos. I a)' einen beliebigen^N seinejc Werthe 
vorstellt, während n und v unbestimmt bleiben» 
jedesmal Null oder eine ganze «Zahl Vorstellen, 
in jedem besondern Falle aber erst bestimmt wer« 
den können. 

Unter diesen Voraussetzungen sin^ aber die 
vorstehenden Gleichungen noch allgemän f$r 
jedes z gültig und für jedes a. 
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94 -'^t Abtheilung. $• 70. 71. 

$.70. 

Nehmen wir aber an, da£i z eine beliebige 
fOiixive (absolutei) rationale oder irrationale Zahl/ 
und a beliebig re^ ist, so convergiren die Reihen 
zur linken allemal, wie ans den in der ersten 
Abtheilang angestellten Betrachtungen über die 
Convergens augenblicklich hervorgeht. Dann 
haben diese Reihen auch allemal einen Werth. 
und der allgemeine Ausdruck zur rechten muf$ 
diesen Werth liefern in jedem Falle. 

Um nun diese Werthe zu finden unterscheid 
den wir did beiden Fälle trbn einander 

' ' i) wenn Cos.^a positlir, wenn also ^a zwi* 
sehen die Grenzen +(2jüi—J);r und d:(2f4+y)T 
fällt, .. 
2) wenn Cos.|a negativ; ist, wenn al$o ^a 
zwischen den Grenzen +(fl(a+a)5r und 

' 'iCaiüi+D^r liegt. 

1*«' Fall, wenn Cos.^^ positiv ist; 

V t)ie Gleichungen (5. und 6.) gehen in diesem 
^älle, weil teuA der imaginäre Theil wegfallen, 
folglich n :££= V genommen werden mufs, über in 

37 S^^^Cos.(ÄaJ..— — j : 

= (2Cos.la)«.Cos-z(±an^-f-|a) 

Sin.(Äa). ;-) 
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If^. Abthdlung. $• 72. 73. 95 

wo (2 Cos. Ja)« seinen absoluten Werth" vorstellt, 
während n entweder Null oder eine, ganze posi- 
tive ZahX bedeutet, die nun noch zu be$Uminen 

übrig bleibt« 

§. 72. 

Man bemerkt aber leicht, dals die Reihen P 
und Q (^ 67.) sich stetig ändern zugleich mit den 
stetig sieh ändernd^ Werthen von a. Daraus 
folgt abet^ dafs für alle Werthe von |«, weldhe 
zwischen je zwei der stunächstliegendea Gr^zeü 
+ (2fÄ'*^J)»* und +(2fA + 4^) od*^ 

— C2ft^4)'3r und — (a/tt+T)'«^ 
genoämieti werden können, (und för welche die 
' obigeft Gleichungen (6. und 7.) dann geltet, ^0an 
nur z positiv ist) , der Werth von n unverändert 
derselbe bleiben muls, m^il un Gegentbeil . (^ 
Werthe von Ja die zwischen denselben Grenzen 
liegen, die Werthe der den Keihen gleichen Aus- 
drücke sprungweise feptgehen würden, diese also 
dei^ Werthen der Reihen nicht entsprechen könn- 
ten, wie solches doch nach ($. x4*) ^^^ mulsl 

Kann man daher den Werth von n für ir- 
gend einen Werth von ä bestimmen, so bleibt 
dieser Werth derselbe ftlr alle übrigen Werthe 
von o, die zwischen denselben Gren^^^ii Hegen, 
innerhalb deirer jedesmal die Gleichungen (7. ui 8-) 
gelten. • 

Nun liegt + 2 |üi5r zwischen, den Grenten 
±(2jx— D^-und i(2fÄ+|)v; Für |a=3+!2p;«* 
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gd If^. Abtheilung. §. 7g. 

erhflt man ab^r aus (7. und 80> ^^ 

S, t| ;, > 1 >, 1 ±s^ ^^ und Co«. J a^Äs 1 ist, 

,,. A '» V , ;. . - • - .v^ .- ... . . ' 

* ,, ; t* «= fl*. Cos.Ct2*n±ß/fiO*«'.aB 
o Ä 2*. SiB. (+2nJ:i2|(A).«'.x; 
woraus +n=i:tf:j|x folgt. 

Da nun iüx diesen Werih von^it9=^+2||iCS 
der zwischen den Grenzen i:(2|X — f);r an 
±(2/* + l)«' fi«g^ ±tt = 7pi M, so gilt diesr fij 
alle Werthe von a zwischen denselben. Örens^ei 

Man hat also aus (7« und 8-)» unter de 
yoraussetsnng da£| z eine beliebige positive (ri 
limale 0der irrationale) Zahl bedeutet, für all 
Werthe von ^a, die zwischen den Grenzen 
±(ß(X~i^)riin,d ±{^^ + i)ir liegen, 

9).S.^Cos.(aa) ~j 

'^' =(2Co8.{a)*. Cos.(+2itt«' + |a).5 

(z«i~> Y 
Sin.(aa).~7-7— 1 

=f:(2eo«. Ja)*. Sin. (+2fi7r+{a).i 

nach welchen Ausdracken ' rechts der Werth dei 
Reihen links für jeden Werth von a sdir bequem 
berechnet werden k^n, wemn man nur nicht ver« 
gilsti^ dals hier die Potenz (2Cos.|a)' ihren al^soi 
luten Werth vorstellt, und wenn man ^t» dem 
Werthe von a g<smäfs nimmt, wahrend z eine b^ 
Uebige positive Zahl bleibt. . i 
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V f IP^. Ahtheiiung. $• 74« 75. ' 97, 

Setzt man in den Gleichungen (9, und ^10^) 

fi<» statt fx, so erhält man f'ür alle Werthe Von 

a zwischen den Grenzen :t(2|üt«-^)T und 

, ±(ß|tx + §)«•> und wenn a eine beliebige (ratio* 

nale oder irrationale) positive Zahl bedeutet: > 

= (ö Cos. a)^ . Cos. (+ a/ÄT + *). » 

Sin,(fiact).— j- j 

2=s(2Cos.a)^.Sin.(^p2jÄJr4.tt).z, 
h wo fit einen bestimmten^ jedesmal dafür xu setzen« 
j den Werth hat. 

Multiplizirt man die Gleichungen (ii.u. 12.) 
beziehUch mit Gos.mz und Sin.az, und .addirt 
oder subtrahirt man nachgehen« die Resultate» 
so erhält man: 

Cos4(z— fiÄ)a. — 7— j 

«:(öCos.a)«. Cos.(2(8lTz) 
14) S.f Co8*(x+aÄ>. j— J 

sts (ft Cos. a>' . Cos. (!4rz jüt r + 2 tt)z 

Multiplizirt man dagegen dieselben Gleichun- 
gen (11. und 12.) beziehlich mit Sin. as uncl 
Cos. aZ| und subtrahirt oder addirt nachgehena 
die Resulta^tej^ ^q ei'giebt sich nochs 
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98 ^f^* Abtheilung. §. 75. 76. 

15) S.( Sin.(z — 2a)a* — — \ 

sa (2 Cos. a)* . Sin. (+ 9 ^«^ x) 

16) S.( Sin.(z + 2«)a.. — 7—1 

= (2 Cos. a)*' . Sin. (+ 2 jtxV-f- 2 a) z , 
welche Summationen (13."— i6.) gelten, TTenn a 
zwischen den Grenzen +(2([a — i):T und ^(üfi-^iy^t 
liegt, und z eine beliebige positive Zahl ist. 

Ohne uns in näheie Details einzulaissen, be« 
trachten wir sogleich den ($. 70.) erwähnten 

fttcn Fall, wo Cos.|a negativ i^st, wo also ^a 
zwischen den Grenzen i(2.f4 + 4)5r und 
±(2f^ + |> liegt. 

In diesem Falle soll [2 Cos. j 0||'.den absolutem 
Werth der Potenz von 2Cos.-§a bedeuten, wenn, 
nicht der negative Werth, aonderti der ab;8olut6 
statt 2 Cos. fe& genommen wird« 

Die Gleichungen. (5. und 6^) ($. 6g.y gehen 
£ns diesen Faüt aus den (§, 71.) angegebenen Gran- 
den über, 

weil (Cö9. § a)« =* (CöAf a(«. (— 1)« 

= |Po<.5aj*.{eo8.(+»*)-f-vC:r.Sin. (+m)] 
genommen werden mnis, in 

17) S. (Go8.(aa). ^-7^\ 

= |»Go*.i«j*.C}o».£j:(2B+x)ir-f-ia)s 
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ylf^n Abtheilung. J. 77, ^ 

18) S. (Sin.(aa). ;— J 

= J2Go8.fa|».Siii.[±(2nH-i)j'+iäK' 
Tro n Null oder eine positive ganze Zahl bedeu- 
tet; die aber noch bestimmt i/rerden inufii. 

§. 77- 

Die Betrachtungen des (§. 72.) wiederholend^ 
nberzeugt man sich leicht, dafs man den Werth 
von n nur fflr einen einzigen Werth von |a» 
der zwischen den Grenzen i:(2({Ä -f- i)vr und 
+ (2jüi + 4)5r liegt, bestimmt zu haben l)raucht, 
um ihn für alle zwischen denselben Grenzen lie- 
gende W^rthe zu l^aben, weil er für alle diese 
Werth^ derselbe bleiben miifs. 

Setzt man aber fa = i:(2(X+i)5r, also 
a = i:(4|tit-{-ayir, so ^ gehen die Gleichungen 
(17* ti. 18.) ^^^r in 

2» = 2''.C0S.[+(2n+l)^±(ß|!A+l)^3 

o = fl».'Sin.[+(2n+i)^+:(2fÄ+ijj:T]; 
weshalb +(2 n + 1) = +(2;*+ 1) genommen wer- ' 
den mufs. Folglich hat man für alle Werthe 
von \oL zwischen den Grenzen i(2f*+f)5^ ^>id 
+ (2|üt + 4)^f weöö zugleich z eine beliebige po- 
sitive Zahl bedeutet; * 

19) S. { Cos.(aa). — jr^\ 

=.|sl€o3.faj«.Co8.pj:(2fÄ+i)7r-t-fa]z 
Äo) 8. ( Sin.(aa). *-^— 1 • ^ 

=3 |2Gos.fÄJ2.Sin»[+(2fA+i)5r+ia> 
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W0iiÄ5b 4«r Wwrth Oiewr JL«iheii P ima 9 ffir 
jeaen Werth irpri a. der zwischen dies«» G«en, 
zm liegt, bequMtt berechnet wwden kann. 
$• 78, 
Setat man auch hier 9« atett a, so (stamht 
sich: 

.^ 21) sYco8.(2««). i^T^) 

«B)S.fSin.(s8aa).^A 

ft« aUe Werthe von « gültig, die zwischen den 
Grenzen ±(2f«+f)ir und ±(2^+I)t liege,^ 
wenn dabei z eine beliebige positive Zahl ist, 
$•79. . ' 

Verßhrt man auch hier wie in («.75.), so 
hatman nooh: SJ?'?«-/, » 

33) sYcos,(^-^8«)a, ^!!ll\ 

' ' =|2Cos.aj». Cos. (;,(!*+ i);j.B 

24) S.(cio»,(z + 2«)a. ^fliy 

5= J2C09.a|^ . Cos. [:p(2|„ + ,)jr^ j^j;, 

25) S:(si«,(zr-«<0<*. ^) 

-' =]aCos.aI«.Sin.[±(2f{+i)jrz] 

26)s.(ai«.(55+«Ä>«, ^y, 

= f2Co8.,a|«.Sin.[4:(2(M+ Ojr+2a]z. 
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Ana -diesen detdiungen etbnlt inänaW dt6 
Vfaethe der links steheiadeii j^f^fiji, für d?^ 
Werthe von tt Kwiscben deji Grenxen JlC^ji-^iyif 
u^ i(2fA +1)«^» wd für jeden p^^Bitivesi (ra- 
tionalen oder irrationalen) Werth von %• 

$• 80. 
Da aber die l^eihen lixiks lii den Gleichung 
gen (13, und 23. desgleichen I5»uild 05.) wenn 
man x statt a und in statt 2 setzt, keine andern 
sind, als diejenigen welche wir im($. i.) und iU 
der ganzen x^*^ Abtheilung besiehlich durch, X 
nnd' Y bezeichnet haben» so sind also iuierdurch 
auch diese Reihen X und Y,far jeden reolen 
. Werth von x und für jeden positiven Werth 
voü m summirt» welches ($. 46«) noch zn wön« 
sehen übrig geblieben war. 

Wir finden also, ans den angeführten Glei- 
chungen; 

27) X SS (2 Cos. x)« • Cos. (fl |K Ttm) 

28) Y3;=(2Gos.x)™.Sin.(±2|üt5rm), 

für alle Werthe von x zwischen den Grenzen 
+ (2fÄ — i)5r nnd ±(2» + f)T; --^ d^g^en 

29) X=|2Co8.x|"*,Cos.(2fA + 0^^ 

30) Y=|2Cos.x|«.8iri.[±(2fÄ+i)jrm]j 

fiir alle Werthe Von t. zM^isch^h den Grenzt 
+(2fA + i)5r und ±(2(a+|)^; wo in |2Cos.xj™. 
statt sCos.x nui der absolute -Werth zu setzeif^ 
und von der Potenzauchnurder absolute Werth 
zu nehmen ist. 
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' Kvr nm6' ik alli^ii Fällen m eine (beliebige) 
positive (tatibäale oder itralionale) Zahl spyn. 

* "^ 6^fai manliife]:' noch Mf 6pecielle Falle ein, 
und betifachtetmamientlicti dkfjenigen, wo x in 
den ersten 4 Quadranten Jiegt, so erhält man 
I» Furr «11g, W/Sf tlie.,ron . :j^, ^die. im i *«» Quadran- 
:. ten Kegen^.^yeil dann |ü^ = o ist in (27. u. 2ÖO • 
, . X = (ftCoa,x)« - , . 

il. Füi? alle IVerthe von tx im '«*«» und 5««* 
QuadranteJi^ imeil dann in'(a9. u« 80.) |EA=: o ist; 
XÄ=.|2Cos.x|P**Cos.m3^ »: 

Y = ja Cos. x)"* . SiÄ* m T ; 
III. Für alle Werthe von x im 4^«» Quadnmteiit 
weil dann in (27. u, 28.) ^ «=;; i iitj 
:X = (aCc«.x)".Cp8.|»m^ 
Y = (iCos.x)m.Sin. 2mTJ ; , ; ,.' 
wenn nur überall ui eine positive (rationale 
oder irrationale) Zahl ist. 

Werden die hier betretenen Wege weiter 
verfolgt, so ist .es sehr leicht, 1) noch ^eit all* 
gemeinere. Reiben »u aummiren,'^) und zugleich 
wirklich alj^emeingültige (d. h. auf jeden beson- 



*) So koanteo x» B* In ^en Beifatn (§. 67.) die eiiueliien Glie- 
der nidkt iilois mit den Fakultäten von 2| sondern zii^leich 
auch noch mit den Potenzen einer neuen yeranderlichen y 
multiplisirt sein, und die Summation geUn{; noch immer» 
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dcfm Fall anwendbare und für jeden solchen beäon* 
dem Fall richtige Resultate liefernde) Ausdrücke 
für die Summen zu. erhalten ; ($0 wie nach den 
in der i*««*; Abth^iliing angewandten Prindpien 
andi wiederum witklich allgemeingültige Ent- 
wicklungen der endlichen Ausdrücke erlangt wer- 
den); s) auch im Besonderut aus, den allgemeiur 
gültigen Entwickelungen oder Summen -Aus- 
drücken, für jeden besondern Fall wiederum riph- 
tige, Siimnien der verschiedenen numerischen JEVei- 
heA 3SU erhalten. Dieses letztere scheint für die An- 
wendung wichtig ;eu seyn, weil^.Wfenn man den 
allgenmn^t Entwicklungen des La grange und 
alier derer, ^üe solche wiedergegeben haben^ Ver- 
tdmea schenkt^ ein grofser Theil dieser numeri- 
schen Reihen^ und untendlxch viele Andere, von 
uns ün Andermal zu betrachtiende, einen andern 
Werth erhalten, als derjenige ist, der sich auf 
dem hier betretenen Wege ergiebt; während die- 
ser letztere Weg der Theorie des Kalküls angemes- 
sen, und die auf ihm erhaltenen Resultate auch der 
E^fahnusg entsprechend zu seyn scheiiien, daher 
solclie als die richtigen «EizttitrfmMa seyn dürften. 
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